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Le lemme fondamental
pour les groupes unitaires

By GERARD LAUMON and Bao CHAU Nco

Abstract

Let ¢ be an unramified reductive group over a nonarchimedian local
field F. The so-called Langlands Fundamental Lemma is a family of con-
jectural identities between orbital integrals for G(F') and orbital integrals for
endoscopic groups of G. In this paper we prove the Langlands fundamental
lemma in the particular case where F' is a finite extension of Fy((t)), G is a
unitary group and p > rank(G). Waldspurger has shown that this particular
case implies the Langlands fundamental lemma for unitary groups of rank < p
when F is any finite extension of Q.

We follow in part a strategy initiated by Goresky, Kottwitz and MacPher-
son. Our main new tool is a deformation of orbital integrals which is con-
structed with the help of the Hitchin fibration for unitary groups over projec-
tive curves.

0. Introduction

0.1. Le lemme fondamental de Langlands et Shelstad. Soient F' un corps
local nonarchimédien de caractéristique résiduelle différente de 2, F’ «son»
extension quadratique non ramifiée et 7 1’élément non trivial du groupe de
Galois de F’ sur F. On considere le groupe unitaire quasi-déployé G = U(n)
sur F' dont le groupe des points rationnels sur F' est

G(F) ={g € GL(n, F') | 7*("g)®ng = ®n}

ol la matrice ®,, a pour seules entrées non nulles les (®y,);nt1—i = 1.

Soient n = mj + ng une partition non triviale et H = U(ny) x U(ng) le
groupe endoscopique de G correspondant.

Soient § = (d1,02) un élément semi-simple, régulier et elliptique de H (F')
et T =Ty x T, C U(ny) x U(ny) = H son centralisateur; 77 et Th sont des
tores maximaux de U(ni) et U(ng) qui sont anisotropes sur F. Fixons un
plongement de T' comme tore maximal dans G et notons ~ 'image de § par ce



478 GERARD LAUMON AND BAO CHAU NGO

plongement. Supposons que 1’élément semi-simple et elliptique v est régulier
dans G.

L’ensemble des classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable
de v dans G(F) est en bijection naturelle A — 4* avec le groupe fini A = A, =
{Ne(Z)2Z)" | M1 +---+ A\ =0} ou r est le rang du F'-tore déployé maximal
contenu dans le centralisateur de v dans GL(n, F’). De méme ’ensemble des
classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable de § dans H (F') est
en bijection naturelle A — 6* = (5}, 55?) avec le sous-groupe A = A, x A,,
de A ou 71 et ry sont les rangs des F’-tores déployés maximaux contenus dans
les centralisateurs de §; dans GL(ni, F’') et 2 dans GL(ng, F’). On a bien
str 7 = r1 + rp. Pour chaque A € A, le centralisateur 7 de * est une forme
intérieure de T et est donc isomorphe & T'. De méme, pour chaque A € A C A,
le centralisateur S* de §* est une forme intérieure de T et est donc lui aussi
isomorphe a T.

Notons Ops l'anneau des entiers de F’. Soient K = K, = G(F) N
GL(n,0p) et K = K,,, x K,,, les sous-groupes maximaux standard de G(F)
et H(F). On normalise les mesures de Haar dg et dh de G(F) et H(F) en
demandant que K et K soient de volume 1. On considere les intégrales
orbitales

_ dg
O (1 =/ k(9" ) 75
(1) T>(F)\G(F) ! S
pour A € A et
dh
ofilH:/ Lgen (W16 h) —

pour A € A, On a fixé une mesure de Haar sur T(F), par exemple celle qui
donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal, et on a transporté, par
les isomorphismes entre T* et T et entre S* et T signalés plus haut, cette
mesure en la mesure de Haar dt* sur T*(F) pour chaque A € A et en la mesure
de Haar ds* sur S*(F) pour chaque A € AH.

Soit kK : A — {%1} le caractére dont le noyau est exactement Ay. On
forme suivant Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) les combinaisons linéaires
d’intégrales orbitales suivantes: la k-intégrale orbitale

O5(1k) =Y K(A) O (1k)
AEA
et I'intégrale orbitale stable endoscopique
AEANH

Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) ont défini un facteur de transfert
A(7v,0), qui est le produit d’un signe et de la puissance

|Dayu ()|
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du nombre d’éléments du corps résiduel de F', et ils ont conjecturé:

LEMME FONDAMENTAL. On a l'identité

0%(1x) = A(7,8) SOF (1xcm).

Waldspurger a démontré que pour établir cette conjecture pour F' une
extension finie de Qy, il suffisait de le faire lorsque F' est une extension finie de
F,((t)) (cf. [Wal 1]), et ce apres avoir remplacé les groupes G et H par leurs
algebres de Lie (cf. [Hal], [Wal 2], [Wal 3]).

L’objet de cet article est de terminer la démonstration du lemme fonda-
mental pour les groupes unitaires de rang n < p en traitant ce dernier cas: voir
le théoreme 1.5.1 pour 1’énoncé précis.

0.2. Notre stratégie. Dans la preuve présentée ici, nous utilisons des
idées de Goresky, Kottwitz et MacPherson, et du premier auteur, idées qui
ont été introduites dans les travaux antérieurs [G-K-M] et [Lau]. Comme dans
[G-K-M] on exprime le facteur de transfert a I’aide d’une fleche en cohomologie
équivariante de sorte que le lemme fondamental se déduit d’un isomorphisme
en cohomologie équivariante. Comme dans [Lau] on utilise un argument de
déformation, qui fait «glisser» d’une situation d’intersection trés compliquée
vers une situation d’intersection transversale.

Les résultats de [G-K-M] dans le cas non ramifié pour un groupe réductif
quelconque, et de [Lau] dans le cas éventuellement ramifié, mais pour le groupe
unitaire uniquement, supposent démontrée une conjecture de pureté des fibres
de Springer. Une telle conjecture a été formulée par Goresky, Kottwitz et
MacPherson.

Nous ne savons pas démontrer cette conjecture, mais nous contournons le
probleme en démontrant en fait un autre énoncé de pureté, a savoir la pureté
d’un faisceau pervers lié a une famille «universelley de k-intégrales orbitales
globales. Pour cela nous nous fondons sur une interprétation géométrique de
la théorie de l’endoscopie de Langlands et Kottwitz (cf. [Lan] et [Kot 1]) a
l’aide de la fibration de Hitchin ([Hit]). Cette interprétation, découverte par
le second auteur et présentée ici uniquement dans le cas des groupes unitaires,
vaut en fait en toute généralité (cf. [Ngo]). Enfin, un argument dans 'esprit
de ([Lau]) permet de conclure.

0.3. Plan de ’article. Passons brievement en revue 1'organisation de cet
article. Dans le chapitre 1, nous explicitons 1’énoncé du lemme fondamen-
tal pour les groupes unitaires, en termes de comptage des réseaux qui sont
auto-duaux par rapport a une forme hermitienne et qui sont stables par une
transformation unitaire.
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Dans le chapitre 2, nous explicitons la construction de la fibration de
Hitchin dans le cas du groupe unitaire. Nous faisons le lien entre la fibration
Hitchin d’un groupe unitaire et la fibration de Hitchin d’'un de ces groupes
endoscopiques.

Dans le chapitre 3, le coeur de ce travail, nous démontrons une identité
globale, que 'on devrait pouvoir identifier & une identité globale qui apparait
dans la stabilisation de la formule des traces. L’énoncé principal de ce chapitre
est le théoreme 3.9.3. On le démontre a ’aide d’un isomorphisme en cohomolo-
gie équivariante. Comme nous ’avons mentionné plus haut, I'isomorphisme en
cohomologie équivariante que nous construisons est analogue a celui construit
antérieurement dans [G-K-M]. Comme nous 'avons déja dit notre construction
s’appuie sur un énoncé de pureté, démontré dans le paragraphe 3.2, et d’un
argument de déformation.

Dans le chapitre 4, nous expliquons comment passer d’ une situation locale
donnée, a une situation globale du type de celle considérée dans le chapitre 3.
Ici, Uoutil de base est un théoreme de Bertini rationnel 4.4.1, démontré par
Gabber ([Gab]) et Poonen ([Poo]). Le comptage de la section (4.6) est analogue
a celui du théoreme (15.8) de [G-K-M].

Enfin, dans un appendice, nous démontrons une variante A.1.2 du théoréeme
de localisation d’Atiyah-Borel-Segal. Puis nous présentons le calcul de la co-
homologie équivariante d’un fibré en droites projective et d’un fibré en droites
projectives pincées. Nous démontrons dans le dernier appendice une formule
de points fixes.

0.4. Précautions d’emploi de nos résultats. Dans ce travail nous avons
admis certains résultats sur la cohomologie ¢-adique des champs algébriques.

0.5. Remerciements. Nous remercions A. Abbes, J.-B. Bost, L. Breen,
M. Brion, J.-F. Dat, O. Gabber, D. Gaitsgory, A. Genestier, L. Illusie,
S. Kleiman, L. Lafforgue, F. Loeser, M. Raynaud et J.-L. Waldspurger pour
l'aide qu’ils nous ont apportée durant la préparation de ce travail. Nous re-
mercions aussi le rapporteur pour sa lecture attentive de notre texte et les
nombreuses améliorations qu’il y a apportées.

1. Intégrales orbitales et comptage de réseaux

1.1. Les données. Pour tout corps local nonarchimédien K on note Ok son
anneau des entiers, g une uniformisante de K et vg : K* — 7Z la valuation
discréte normalisée par vi(wg) = 1.

Pour toute extension finie L de K, on note Try i : L — K et Nrp i :
L* — K* les trace et norme correspondantes.

Soient F' un corps local nonarchimédien d’égales caractéristiques différentes
de 2, k = T, son corps résiduel et F’ son extension quadratique non ramifiée
de F' (de corps résiduel Fge).



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES GROUPES UNITAIRES 481

On se donne une famille finie (FE;);c; d’extensions finies séparables de F' qui
sont toutes disjointes de F’ et, pour chaque ¢ € I, un élément ~; de ’extension
composée E; = E;F’. On note n; le degré de E; sur F et 7 1’élément non trivial
des groupes de Galois

Gal(F'/F) = Gal(E}/E;).
On suppose que, pour chaque i € I, ; engendre E! sur F', v; € Op; et
v +7i=0.

On suppose de plus que pour tous ¢ # j dans I les polynémes minimaux P;(7T')
et Pj(T) sur F' de ; et ~y; sont premiers entres eux. On suppose enfin que la
caractéristique de k est >n =3, _;n;.
Le tore T' de I'introduction est alors le tore anisotrope sur F' dont le groupe
des F-points est
T(F)=][{z € B | 272 =1}
i€l

et v est vu comme un point sur F' de I'algebre de Lie de ce tore.

1.2. Invariants numériques. Pour chaque ¢ € I, le polynéme minimal
Pi(T) de ~; € (’)E; sur F’ est un polynome unitaire de degré n; & coefficients
dans Op,. Comme ] = —;, on a de plus P/ (T) = (—1)" P;(-T).

On note §; la dimension sur Fgz: de Op;/OFp[vi], c’est-a-dire la co-longueur
de Op/[y;] comme sous-Op-réseau de Op;. D’apres Gorenstein et Rosenlicht
(cf. [A-K1 1, Ch. 8 Prop. 1.16]), le conducteur a; C Op/[v;] C Op: de Op; dans
Op[7yi] est de co-longueur §; comme sous-Op/-réseau de Op:[v;] et est donc

égal a
28

a;, =w E:“ @ E!
ou e; est 'indice de ramification de E; sur F.

Puisque l'extension E;/F est de degré n; < p, a fortiori premier a p, la
différente D, /r est égale a I'idéal w%i_lOEi de O, d’apres la proposition 13,
§6, ch. III, de [Ser]. De méme, la différente D g/ est égale & I'idéal w%jl(’)Eg
de Op;. En utilisant loc. cit. Cor. 1, on a donc

dPZ 2(51‘61'
’ —_— 7 = 7 1.
Vg (dT (v )) i te

Pour tous ¢ # j dans I, le résultant Res(P;, P;) € F’ est non nul puisque
les polynémes P;(T) et P;(T) sont premiers entre eux. C’est donc un élément
non nul de Op». On a de plus Res(P;, P;)” = (—1)™" Res(P;, P;). La valuation
ri; > 0 de Res(P;, P;j) est égale a

nwp (Pi(vi))  nve (Bi(y;))

Ty = = .
J €; €
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Elle est aussi égale & la co-longueur du Op/-réseau Op[y; & ;] C E & EJ’
comme sous-réseau de Op[v;] © Op[7;] C E; @ E’. De plus, on a

P;j(7i)Op[vi] ® Pi(7;)OF [v;] C Or [y © 7] C O [vi] © Op[]

puisque P;(v; @ vj) = 0@ Pi(7y;) et Pi(vi @ ;) = Pj(v) @ 0, et I'indice de
Pi(7i)Op [vi) ® Pi(7;)Op[vj] dans Op[y; @ ;] est aussi égal a r;.

Pour toute partie J de I on note Ej = P, ; Ej et E'; = @, ; E;. Ce sont
des espaces vectoriels de dimension ny =3, ;n; sur F et F' respectivement.
On note aussi O, = @,c; O, et Op; = @D,c; Op;. Soit v; € O, 1'élément
Y7 = @icgvi- La sous-Opr-algebre Op [y;] de O, est de co-longueur

dans Op,.
Soit a; C Op/[vs] C Op, le conducteur de Op/, dans O [y,]. D’apres
Gorenstein, a est de co-longueur 0; dans Op/[ys] et est égal a

— 4
ay = wEJ OE(]
ou a; = (a;)ics est la famille des entiers

(2(2’ + 2 jes—{i} rij) €

42

a; =

N ’ a .
et oll on a posé wy = Djcyw -
J 7

1.3. Formes hermitiennes. On rappelle que le groupe FX/NrF,/F(F'X)
est le groupe a deux éléments engendré par la classe de n’importe quelle uni-
formisante wp de F. On l'identifie & Z/27Z dans la suite.

Pour chaque i € I et chaque ¢; € E, on munit le F'-espace vectoriel E!
de la forme hermitienne

i, B x Bf — F', (z,y) = Trgp(ciz"y).
Si g,/ est le discriminant de E;/F, c’est-a-dire I'idéal
g, F = Nrg,/r(Dg, /)
de Op, le discriminant de ®., est la classe \;(¢;) € Z/27Z de I'élément
Nrg, /p(ci)z € F*

dans FX/NrF,/F(F'X) pour n’importe quel générateur z de l'idéal dp, /p.
Comme n; est premier a la caractéristique résiduelle par hypothese, on a

Vg, p=wp " OF
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et

Ni(er) = vr(Neg, p(ei)) +mg — 0 = 0BG T ).

€; €; €;

Plus généralement, pour chaque partie J de I et chaque c; = (¢;)ies € E7,
on munit le F’-espace vectoriel E; de la forme hermitienne

@J,CJ = @iejq)i,ci : E(/] X Ef; — F'.
Le discriminant de ® ., est la somme
Z)\Z(Cz) S Z/QZ
ieJ

des discriminants des ®; .

1.4. Réseaux auto-duauz. Pour chaque partie J de I et chaque ¢; € E7J,
on considere ’ensemble

{M; C Ey | M7 = M; et v;M; C My}

des Op/-réseaux M de Ef, qui sont a la fois auto-duaux pour ®; ., et stables
par vs. Ici on a noté

J~c
M = {z e Efj | q)J,cJ(fE,MJ) C Op}
I'orthogonal de M pour la forme hermitienne ® ;.
X

LEMME 1.4.1.  Pour chaque partie J de I et chaque c; € E7, I’ensemble
de réseaux ci-dessus est un ensemble fini.

Démonstration. Pour tout réseau dans cet ensemble, on a
aJMJCMJCOEf]MJ
et
(Og, M)t € My C (asMy)*=.
Or on a OEf,MJ = w;m
par J, et donc

,J*J Op, pour une famille d’entiers m ; = (m;);es indexée

a,—m
ClJMJ ZYDEJ{] *JOE/J,

—b,+m

(O Moy = Qg =, O

J

et
(aJMJ)J—cJ — wg‘%f"mJ (OE’J )J-c,, — wE%J_bJJFmJ OE’J

ou b; = (bi)ies est la famille d’entiers définie par 05133
en déduit que

—1 _ —b;
BF = @g, Og,. On

b; <2m; < 2a; + b, Vi € J,
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et que

o

—[F] —a;—b,+|

b

w%z 7(QE/JC]WJCYDE‘,] T]](QE/"/],
d’oti le lemme. O

L’ensemble des réseaux M; de E'; qui sont & la fois auto-duaux pour ® .,
et stables par v, admet encore la description suivante qui est le point de départ
de ce travail. Considérons la Op/-algebre Ay = Op/[vs] = Op/[T]/(P;(T))
ot Py(T) = [[;c; Pi(T), munie de I'involution qui induit 7 sur Ops et qui
envoie T sur —T'. Alors, E’; est annecau total des fractions de A; et les Op-
réseaux My C E’; tels que vyM; C M; ne sont rien d’autre que les idéaux

fractionnaires de A;. Un tel idéal fractionnaire admet un inverse

M;'={meE,|xM;cC A;}.

LEMME 1.4.2.  Pour tout c; € E7, I’orthogonal du Op-réseau Ay C E';

relativement a la forme hermitienne ® ., est

1
(Ay)ter = | Bies—5 AjC E.
i 9 (i) Py— 1y ()

Plus généralement, pour tout c; € E7 et tout idéal fractionnaire My de
Ay on a la relation

1. 1 1
M7 = | @iey My
J € ) J
( l Cicfz%’yl')PJ—{i}(%))

Démonstration. Voir la démonstration de la proposition 11, §6, ch. III,

de [Ser]. O
En particulier, si on note
&= G e EX,YVieJ
t 2R () P (1) v 7
ol € est un élément de Fp2 C F’ tel que €7 = —¢, on a c?] = (c(}?i)ieJ € E; et

le Op/-réseau A; C E’; est auto-dual pour la forme hermitienne ® Tl -

LEMME 1.4.3. On a

)‘3,1' = )\i(COJJ-) = Z rj; (mod 2)
jeJ—{i}

pour toute partie J de I et tout i € J.

Démonstration. On a vu que
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dPZ 251'6@' €T ji
on (G oPaon) = a1 3 S
jeJ—{i}

d’ou le lemme. O

1.5. Enoncé du lemme fondamental. Pour chaque J C I et pour chaque
cy tel que ), ; Ai(¢;) = 0, le cardinal de I’ensemble fini de réseaux

c; Loy
05 =|{M; CE} | My~ = My et yyM; C My}

ne dépend que de Aj(cy) = (Ai(¢;))ies. Soit Ay = {N\j € (Z/2Z) | Y ;s Xi =
0}. Pour chaque Ay € A on peut donc noter
037 =05,
pour n’importe quel ¢y tel que Aj(cy) = Aj.
En fait Ofy‘;]’ est une intégrale orbitale. Plus précisément, choisissons
cj € EF tel que A\j(cy) = Aj. Comme le discriminant de ® ., est égal a
1, le F'-espace vectoriel hermitien (E';, ®.,) est isomorphe au F’-espace her-

mitien standard (F'™’, ®,,). Choisissons un tel isomorphisme et considérons
le plongement de l'algebre de Lie de

T;(F)=[[{z € E] | 272 = 1}
ieJ
dans l’algebre de Lie u(ns) de U(ny) qu’il induit. La classe de G(F')-conjugaison
de I'image 7(’]\‘7 de ~v; par ce dernier plongement ne dépend pas des choix que
I’on vient de faire. Alors, Oéj est précisément 'intégrale orbitale de la fonction
caractéristique du compact maximal standard K,,, de u(ns)(F).

Soit I = I I I une partition de I. La donnée de cette partition équivaut
a la donnée d’un caractere

K1, : A1 — {£1}
a savoir le caractere x défini par
PV ery M
AT = (~1)Zen = (—1)en
On a alors la «x-intégrale orbitale»

0 0 A
o5 = > r(Ar— (A, AL,)) 0}
ArEA;
et I'«intégrale orbitale endoscopique stable»
A A
803/ = > 0%l xO5.
AIIEAIl
A126A12
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L’objet de cet article est de démontrer le théoréme suivant conjecturé par
Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) et appelé par eux le «lemme fondamental
pour les groupes unitaires» (ou plutét sa variante algebre de Lie).

THEOREME 1.5.1. Sous les hypothéses précédentes, on a la relation

04 = (-1)"¢"so

r=rnn, = § Ti1yiz-

1:1611
i9€l>

ou on a posé

En faisant passer le terme (—1)"¢" de l'autre coté de 1’égalité, on fait ap-
paraitre dans I’expression de la k-intégrale orbitale comme combinaison linéaire
d’intégrales orbitales, des coefficients

(A1 = (AL AL (1)

qui sont égaux aux facteurs de transfert de Langlands-Shelstad (cf. [La-Sh]),
d’apres des calculs de Waldspurger valables pour tous les groupes classiques
(cf. la proposition X.8 de [Wal 4]). Ces facteurs sont aussi les mémes que ceux
définis par Kottwitz a ’aide des sections de Kostant (cf. [Kot 2]).

2. Fibration de Hitchin

2.1. Schémas en groupes unitaires et fibrés hermitiens. On fixe une
courbe projective, lisse et géométriquement connexe X sur k = F,, de genre
géométrique g > 1, et un revétement étale, galoisien, de degré 2, 7 : X’ — X,
dont I'espace total X’ est donc une courbe projective et lisse que I’on suppose
aussi géométriquement connexe. On note 7 ’élément non trivial du groupe de
Galois de X’ sur X.

On fixe un entier n > 1 et 'on suppose que la caractéristique de k est
> n, et impaire sin = 1.

On munit le fibré vectoriel trivial Og’?’? de rang n > 1 sur X’ de la forme
hermitienne

o, : 0% x O% — Ox

dont la matrice ®,, a pour seules entrées non nulles les (®,);p+1-i = 1.
On définit alors le schéma en groupes unitaires G sur X par

G(S) = {g € GLu(H"(X5,0x,)) | 7°('9)®ng = ®n}

ou pour tout X-schéma S, on a noté par un indice S le changement de base
par le morphisme structural S — X.
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Le X'-schéma en groupes Gx» = X' X, x G n’est autre que GL, 0.,
puisque X’ x x X’ est la somme disjointe de deux copies de X’, 7 échangeant
ces deux copies.

I1 s’en suit que la restriction de G' au complété formel Spf(O,) de X en un
point fermé z est isomorphe & GL,, o0, si = est décomposé dans X'. Par contre,
si z est inerte dans X', cette restriction est un schéma en groupes unitaires
non ramifié.

Le choix de la forme hermitienne ®,, assure que G est quasi-déployé: le
drapeau standard

0)cOx cOYPcC---CcOL

est auto-dual et définit donc un X-schéma en sous-groupes de Borel de G.

Pour tout X-schéma S, un G g-torseur peut se décrire concretement comme
un fibré hermitien (€, ®) de rang n formé d’un fibré vectoriel £ de rang n sur X
muni d’une forme hermitienne non dégénérée, c’est-a-dire d’un isomorphisme

& LY

dont le transposé *® est égal & 75®. On a noté &Y = Homo,, (£,0x,) le fibré
vectoriel dual de £. Pour abréger nous appellerons parfois la donnée d’un tel
isomorphisme ® une structure unitaire sur le fibré vectoriel £. Le Gg-torseur
correspondant est

T = Isomox,s (0%, ®,), (E,9))

muni de I'action évidente & droite de Gg.

2.2. Paires de Hitchin. A tout Gg-torseur 7 comme ci-dessus on peut
associer le fibré vectoriel ad(7) sur S déduit de 7 par la représentation adjointe
de G. Si T correspond au fibré hermitien (£, ®), ad(7) n’est autre que le
sous-fibré vectoriel de rang n? de g € ndox,s (&) formé des endomorphismes
hermitiens de (€, ®).

Soit D un diviseur effectif sur X de degré > g+ 1.

Pour chaque entier 4, on note (—)(iD) le foncteur (—) ®p, Ox(iD) de la
catégorie des Og-modules dans elle-méme sur n’importe quel X-schéma S.

Une paire de Hitchin sur un k-schéma S (& valeurs dans 2D) est un couple
(7,0) ou T est un Ggx, x-torseur et ou

0 € H°(S x;, X,ad(T)(2D)).

En termes concrets, une paire de Hitchin sur un k-schéma S a valeurs dans 2D
est un triplet, dit aussi de Hitchin, (£, ®,0) ou (£, ®) est un fibré hermitien de
rang n sur S X X’ et ou

6:&— £(2D)

est un homomorphisme de fibrés vectoriels sur S xj; X’ tel que

®(2D) 0§+ 7*("9)(2D) 0 ® = 0.
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On considere le k-champ M classifiant ces paires.

PRrROPOSITION 2.2.1. Le k-champ M est algébrique et localement de type
fini sur k.

Démonstration. On sait que le champ des fibrés vectoriels £ de rang n sur
X' est algébrique localement de type fini sur k. Pour prouver la proposition,
il suffit donc de montrer que les morphismes d’oubli

(€,®)—¢&
et
(&,9,0)— (£,9)
sont représentables et de type fini, ce qui est évident. O

2.3. Section de Kostant. Soient K'/K une extension quadratique de corps
de caractéristique différente de 2 et a — @ 1’élément non trivial du groupe de
Galois de K'/K. Considérons le groupe unitaire

G ={g € GLy(K') | "gPpg = ®n}
et son algebre de Lie
g={g €el,(K') | "€Dn + ®né = 0}.
Le polynome caractéristique
T +aT™ + - +a, € K'[T]
de tout ¢ € g vérifie nécessairement
a; = (—1)'a;, Yi=1,...,n.

Kostant a défini une classe de section
n .
Plac K |a=(-1)a} —g
i=1

du morphisme polynoéme caractéristique.

En voici un exemple. Dans 'anneau de polynomes Z[3][a1, . . ., a,] muni
de la graduation pour laquelle a; est de degré ¢ quel que soit ¢« = 1,...,n, il
existe des éléments

2 3
aq ag ai as ai1ag ay a;
bj=—,byg=———, bg= —— — .= = ; e Q=)
1=5, =g - b= 1 tigoob 2"’_62(017 ,ai—1),
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tels que b; soit homogene de degré i quel que soit i = 1,...,n et que la matrice
—by —by -+ o —by,_1 —2b,
1 0 -0 .- 0 —by_1
0 . .
. . . —bg
0 - .- 0 1 —I

ait pour polyndme caractéristique
T" 4+ a1T™ + - - + ap.

L’application

n

@{a eK'|a=(-1)a} —g

=1

qui envoie (ay,...,ay,) sur la matrice ci-dessus est une section de Kostant.

2.4. Morphisme de Hitchin. L’espace de Hitchin A est le k-schéma affine
naturellement associé au sous-k-espace vectoriel

P HO (X', 0x (2iD))" =" ¢ @ HO(X', Ox(2iD)).
i=1 i=1

Si on note
mOx =O0x DL

la décomposition en sous-O x-modules propres pour I’automorphisme 7*, A est
encore le k-schéma affine naturellement associé au k-espace vectoriel

@ H(X, (L))
=1

ott on a posé Lp = L(2D) (puisque LZ? est canoniquement isomorphe & Oy).

On définit la caractéristique d'un triplet de Hitchin (&€, ®,0) sur un
k-schéma S comme le S-point de A suivant: pour chaque entier i = 1,...,n,
on considere la trace de ’lhomomorphisme

i i
NGz N\ E— (/\ 5)(2@'D)
Oy, Oy,
qui est une section globale de O (2iD); on a
T*(tr A9) = (=1)"tr %9

puisque ®(2D)of+ (7% 9)(2D)o® = 0, et B, (—1)"tr A0 est donc un S-point
de A. Ci-dessus on a noté Xg =5 x; X'.
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Le morphisme de Hitchin est le morphisme de champs algébriques
fiM—A

qui associe a chaque triplet de Hitchin (€, ®, ) sa caractéristique.

Pour tout choix d’une section de Kostant comme dans (2.3), on a une
section correspondante du morphisme de Hitchin, que ’on appelle encore sec-
tion de Kostant. Cette derniere section associe a tout point a de A le triplet
(&,2,0) ou & =P, Ox/((n+1-2i)D), ou ® a pour matrice ®,, et ot 6 est
donné par la matrice de Kostant ci-dessus.

2.5. Courbes spectrales. Rappelons la construction de la courbe spectrale
associée a un S-point a de A (cf. [B-N-R]).

Soit p: ¥ =P(Ox @ (Lp)®~!) — X la complétion projective du fibré en
droites p° : ¥° = V((Lp)®~!) — X dont les sections sont celles de Lp; c’est
un fibré en droites projectives. On a p.Ox(1) = Ox @ (Lp)®~! et la section
(1,0) de cette image directe définit donc une section globale V' de Ox(1); de
méme, on a p,(Ox(1)®o,. p*Lp) = Lp ® Ox et la section (0, 1) de cette image
directe définit une section globale U de Ox(1) ®o, p*Lp. Le couple (U;V)
est un systeme de coordonnées homogenes relatives sur X; le lieu des zéros
de U (resp. V) est la section nulle P(Ox) C X° (resp. la section a l'infini
P((Lp)®~1) =X — X°) de X°.

Si a = ®]_,a; est un point de A a valeurs dans un k-schéma S, on a la
section

U™ + (p*a) VU L 4o+ (p*a,) V"

de Og Xy, (Ox(n) @oy p*(Lp)®™) dont le lieu des zéros est une S-courbe pro-
jective Y, tracée sur la S-surface projective g = S xp 2. Cette courbe est
par construction un revétement ramifié de degré n de Xg = S x; X par la
restriction p, : Y, — Xg a Y, de la projection pg : ¥g — Xg.

On remarquera que la courbe spectrale Y, ne coupe pas la section infinie
et est par conséquent entierement contenue dans la carte X = S x; X° =
{V #£0} = V(Os B (Lp)®1). Clest donc aussi le lieu des zéros dans $g de
la section

u + (%) a)u ™ 4 (0°) an)

de Og Xy, (p°)*(Lp)®™ ot u = % En particulier, la Ox -algebre p, Oy, est
isomorphe a
(05 Ry Symo, ((£p)* 1)) /Za

ou Z, est 'idéal engendré par 'image de I’homomorphisme
n
Og Xy, (ED)@)_n — @ Og Xy, (ﬁD)@)_Z C Og X, Symox((ﬁp)®_1)
i=0

de composantes (an,ap—1,...,a1,1).
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On note D(a) le discriminant de la caractéristique a, c’est-a-dire le résultant
du polynoéme
u" + a4+ ay,
et de sa dérivée
nu™ 1t 4+ (n— 1)a1u"_2 + it an_1;

c¢’est une section globale de (£p)®™(—1),
En fait, on a une courbe spectrale universelle

Y C XxpA

e

A

dont le changement de base par a : S — A est Y,. Le morphisme ¥ — A
est projectif, plat, localement d’intersection complete, purement de dimension
relative 1. Sa fibre la plus mauvaise est celleen a = 0 € A: c’est le lieu des zéros
de U", c’est-a-dire la section nulle de ¥° — X comptée avec multiplicité n.

LEMME 2.5.1.  Pour tout point géométrique a de A les conditions suiv-
antes sont équivalentes (on rappelle que p > n):

(i) la courbe spectrale Y, est réduite,
(i) le revétement Y, — X est étale au-dessus du point générique de X,

(iii) le discriminant D(a) n’est pas identiquement nul.

Le plus grand ouvert A™ C A au-dessus duquel Y — A est & fibres
géométriquement réduites est donc 'ouvert des a tels que D(a) n’est pas iden-
tiquement nul.

Ce lieu contient 'ouvert A"s*¢ au-dessus duquel Y — A est lisse.

Ces lieux sont non vides dés que (£p)®™ admet une section a,, qui n’a que
des zéros simples puisqu’alors la courbe spectrale Y, oua=0&---® 0D ay,
est lisse. D’apres le théoreme de Riemann-Roch et le théoreme de Bertini, ces
lieux sont donc non vides deés que (L£p)®™ est treés ample, c’est-a-dire deés que
2ndeg(D) > 2g + 1.

Notre motivation principale pour introduire Pouvert A9 est la proposition
suivante dont la démonstration sera donnée a la fin de la section 2.6.

PROPOSITION 2.5.2.  La restriction M™4 de M au-dessus de I’ouvert
A C A est lisse sur F,.

On utilisera dans la suite la variante suivante du lemme de Gauf3.

LEMME 2.5.3.  Soient a un point géométrique de A™Y et Z une com-
posante irréductible de Y,. Alors, il existe un unique entier m compris en-
tre 1 et n et une famille unique de sections b; € r(a) @, HY(X,(Lp)®?),
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j=1,...,m, tels que Z soit le diviseur de Cartier sur V((Lp)®~1) défini par
[’ équation
u™ + () br)u™ T A (9°) b)) = 0.

Démonstration. Notons simplement L la fibre de Lp au point générique
de k(a) ® X. Comme Z est un revétement fini génériquement étale de
k(a) @, X de degré m compris entre 1 et n, la théorie de Galois assure qu’il
existe des uniques b; € L®7 et des uniques ¢ € LZ* tels que

uWtaut 4 ta, = (um—l—blum_l—l—- . '—I—bm)(u”_m—l—clu"_m_l—l—- tCn_m)

et que Z soit le diviseur de Cartier défini par le premier facteur. Il ne reste
plus qu’a vérifier que chaque b; est en fait dans k(a) ®x HY(X, (Lp)®7) C L®.

Il revient au méme de se donner la section globale a; de (£ D)®i ou de se
donner une section

a; - k(a) @k X — w(a) @ V((Lp)® ™)
de la projection canonique, ou encore de se donner un morphisme
a; : k(a) @ V(Lp) — A,lg(a)

qui est Gy, (q)-équivariant au sens ot a;(tv) = t'a;(v). Par suite, la donnée de
a équivaut a celle d’'un morphisme Gy, ,(,)-€quivariant

k(a) @ V(Lp) — ALy,
et on cherche a factoriser ce morphisme en

/-{(a) Rk V(ED) — AZZ(Q) X k(a) AZ(;T)n — AZ(@)

ou la seconde fleche envoie ((y1,...,Ym), (215, 2n—m)) sur les coefficients
(y1 + 21,92 + 22 + Y121, ** , Ym2n) du polynéme produit

(Tm + lem—l 4ot ym)(Tn—m + len—m—l NN zn—m)-

Or cette seconde fleche est un revétement (ramifié) fini qui est Gy, .(q)-
équivariant et on a déja une factorisation au dessus du point générique de
k(a) @ X par Pargument de théorie de Galois qui précede. Par suite, on a par
changement de base un revétement fini Gy, ,(q)-équivariant de x(a) ®% V(Lp)
et une section de ce revétement au-dessus du point générique de k(a) ®; X.
En prenant I'adhérence Z de cette section, on obtient un morphisme Gy, ,(q)-
équivariant

Z — k(a) @, V(Lp)

qui est fini et un isomorphisme au-dessus du point générique de k(a) ®; X. Un
tel morphisme est nécessairement un isomorphisme puisque k(a) @k V(Lp) est
normal. O
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2.6. Champs de Picard. Pour tout S-point a de A™Y, on note 7, : Y/ =
X' xxY, — Y, le revétement double étale déduit du revétement double étale
m: X — X etp,:Y,] — X' la projection canonique. L’involution 7 de X’
au-dessus de X induit une involution notée encore 7 de Y, au-dessus de Yj,.

Le champ de Picard relatif de la S-courbe Y, (& fibres géométriquement
réduites) est le champ des Oy -modules inversibles. C’est un champ algébrique
localement de type fini sur .S que I'on note Picy. /g. Ce champ est naturellement
muni d’une structure de groupe induite par le produit tensoriel. En fait, c’est
une Gp,-gerbe sur le schéma en groupes de Picard relatif de Y, /S qui existe sous
nos hypothese. Le champ Picy, /g est de plus muni d’une involution compatible
A sa structure de groupe, qui envoie F sur F€! = Homoyé (F,Oy:).

Le champ de Picard compactifié relatif de Y, est le champ des Oy -modules
cohérents F sans torsion de rang 1, c’est-a-dire S-plats et dont la restriction a
chaque fibre de Y, — S est partout sans torsion et de rang 1 en chaque point
générique. C’est un champ algébrique localement de type fini sur S que l'on
note WYQ, /s- 1l contient Picy,,g comme un ouvert qui est dense fibre a fibre
de sa projection sur S puisque Y, est plongée dans une surface relative sur S
(cf. [Reg] et [A-I-K]). Le champ Picy, /g est naturellement muni d’une action
de Picy, /s qui prolonge 'action par translation de Picy. g sur lui-méme et qui
est induite par le produit tensoriel. Il est de plus muni d’une involution qui
envoie F sur

F' =Homo,, (F,wy,/x;)

ol Wy, x, = Wy; ®o,, (p¥w X1,/ 5)®71 est le module dualisant relatif de Y, au-
dessus de Xg = S x;, X'. L’action du champ de Picard sur le champ de Picard
compactifié est compatible aux involutions que ’on vient de définir.

Remarque. Pour tout S-point a de A™ on a
Wy, /sx, X = Pa(Lp)®" !

puisque leo/x est une extension de (p°)*Q% par (p°)*Lp et que
(Zo/ZDYa = P4(LD)® "

ol Z, est I'idéal qui définit Y, dans S xj, X°. Comme X’ — X est étale, on a
aussi Wy /gy, x1 = prOx:(2(n —1)D). O

L’involution 7 de Y, induit une autre involution 7* sur les champs Picy. /g

et ﬁy{;/s. On note
r=(—)®-1

P = (Picyys)’

la partie primitive pour cette involution, ¢’est-a-dire le champ des couples (F, ¢)
ou F est un Oy -module inversible et ou ¢ : F = 7 F®~1 est un isomorphisme
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de Oy;-modules tel que ¢ = 7*(:¥~!). De méme on note

Py = (Pieyys)” "

le champ des couples (F,¢) ou F est un Oy,-module cohérent sans torsion de
rang 1 et ot ¢ : F — 7*FY est un isomorphisme de Oy,-Modules tel que
v = 7*(:"). On a encore une action de P, sur P, mais on n’a plus a priori
de plongement de P, dans P,. Un tel plongement existe apres le choix d’une
section, par exemple une section de Kostant.

Bien siir, pour S = A™ et a Iidentité de A", on obtient des champs
universels P — A™ et P — Ared,

On remarque que, pour tout F € P,(S), pgv*]: est un fibré vectoriel de
rang n sur Xg =5 x; X’ et que

p:l,*(‘Fv) = (piz,*f)v(:: Homoxls (piz,*fu OX’S))
On a donc un morphisme de A™-champs
? N ArEd XAM

qui envoie (F,t) € P,(S) sur le triplet de Hitchin (£,®,60) sur S de car-
actéristique a out & = py, ,F, o

vérifie I'équation ® = 7*(PY) et ou  est défini par 'homomorphisme

Ox;(=2D) C Symp, (Ox;(=2D))/Z; = (p,)+Oy; — Endo,, (€),

T/ étant I'idéal engendré par I'image de ’homomorphisme
n
(Ox;(—2D))* " — @P(Ox,(-2D))* " C Symo,, (Ox;(~2D))
i=0

de composantes (an, an—1,...,a1,1).
La proposition suivante est une variante d’un résultat de Beauville, Narasimhan
et Ramanan (cf. [B-N-R]).

PROPOSITION 2.6.1. Le morphisme de A™-champs
P — A™ x, M
défini ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Pour démontrer que ce morphisme est un isomorphisme,
nous allons construire un inverse. Soit (£, ®, ) un triplet de Hitchin sur S de
caractéristique a € A™4(S). Comme on I’a vu ci-dessus, la section globale

6 c HO(Xg,snd@X,S () ®o,, Ox:/(2D))
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munit £ d'une structure de (Og Xy, Symg ,(Ox/(—2D)))-Module. Puisque
ce triplet a pour caractéristique a, ce (Og Xy Syme ,(Ox/(—2D)))-Module
est en fait un (Og M Symp , (Ox/(—2D)))/Z;-Module. Le Oy,-Module cor-
respondant F est alors S-plat et fibres par fibres un Module sans torsion de
rang 1 sur Y, (voir [B-N-R]). Comme on ’a vu ci-dessus, par dualité, la donnée
d’une structure unitaire ® sur £ est équivalente a la donnée d’un isomorphisme
L: F = 7%(FY) qui vérifie . = 7%(1Y). O

En particulier, la restriction & A" d’une section de Kostant (cf. la fin de
la section (2.4)) est I'image d’une section de P, qui est dite encore de Kostant.

Vu notre choix de Lp, il y a une section de Kostant (IC,x) de P parti-
culierement jolie. Elle est donnée de la facon suivante. Pour tout S-point a
de A4 le Oy,-Module inversible p*Ox((n — 1)D) est une racine carrée de
Wy /Sx,x et on pose

a*K = py Ox:((n = 1)D) = mypL((n — 1)D)
ou 7, : Y, — Y, est induit par 7. On prend pour
a*ue T (a*K) = Wy /5%, X" DOy, (a*(K)®*™1) = a*K
I'isomorphisme de descente de a*K en p:L((n — 1)D).

Démonstration de la proposition 2.5.2. Soit (€, ®,0) un triplet de Hitchin
dont la caractéristique a est dans 'ouvert A’ de A. Pour alléger les notations
nous supposons dans la suite qu’il s’agit d’un k-point de M, mais I’argument
est général.

La fibre en ce point du complexe tangent & M est le complexe RI'(X, K)
ol

K = [(71'* gndox,(g))T*zfl — (7‘('* Sndox,(g))‘r*zfl Koy ﬁD]

est un complexe parfait concentré en degrés 0 et 1, avec pour différentielle
I'application &€ — [0, &]. 11 s’agit de voir que H?(X, K) = (0).

En utilisant la forme de Killing, on peut identifier le dual du complexe
K au complexe K ®o, E%_l. Par dualité de Serre on est donc ramené a
démontrer que

H(X, H(K) @0, L5 @0, Q) = (0).
Or
HO(K) = (map), . Endo,, (F)” =

ou (F,t) € Pu(k) est le point correspondant & (£,9,0). Soit p : Y, — Y,
la normalisation de la courbe réduite Y, et p' : Y, = X' xx Y, — Y/ son
changement de base par w. On a une injection naturelle

5ndoy, (.7'—) — p;Of/, .
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En effet, si A est un anneau local de Y/ et si A est la normalisation de A dans
son anneau total des fractions Frac(A), pour tout A-module M sans torsion
de rangs génériques 1, on a

A C Ends (M) C Endgpyac(a)(Frac(A) ®a M) = Frac(A)
et donc Endy (M) C A puisque End (M) est de type fini sur A. Par suite
H(K) C (mepuph O3, )7 =1 C mply 1P Og,
et
HOX, HOK) ©oy £57 @0, Q) € HOT, o w0k 4 (~2D))

est nul puisque le degré de Q1 X /k( 2D) est strictement négatif par hypothese
sur D. 0

Remarque. La proposition ci-dessus pourrait aussi se déduire d’un
résultat de Fantechi, G6ttsche et van Straten (cf. la section A de [F-G-S]).

2.7. Variante endoscopique. Soit nq + no = n une partition de n en deux
entiers > 1. On peut considérer les X-schéma en groupes unitaires G et Go
définis comme G mais apres avoir remplacé n par n; et ny et le X-schéma en
groupes produit

H = G1 XX Gg.

On a des morphismes de Hitchin f; : M1 — Ay et fo : Mgy — Ay ou A,
est le k-schéma affine naturellement associé au k-espace vectoriel

@HO ED ®’L)
pour o = 1,2 et on peut considérer leur produit
Jo =My =My xp Mo — Ay X Ay = Ay.
On a un morphisme de fy dans f
My 24

le + fl
Ay —— A
qui envoie ((E1, D1, 61), (E2, Pa,03)) sur
(&1 ® &, D1 B P2, 61 B 62)
et (a1, ag) sur

a= (a1 +az1,a12 +ai1a21 +a22,...,01,,020,)
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de sorte que

(u™ + a171u"1_1 + ot ar,) (W + a271u"2_1 + -4 azp,)
= (U + a4+ ap).

En particulier, pour tous points a; de A; et as de Ay a valeurs dans un
k-schéma S la courbe spectrale Y., q,) C Xg = 5 Xj X° est le diviseur de
Cartier relatif (& S) somme des diviseurs de Cartier relatifs Y7 4, et Y5,, ol
Yoa, C X5 est définie comme Y, C X3 apreés avoir remplacé n par n, et a
par aq.

La courbe spectrale endoscopique universelle Yy — A gy est par définition
la courbe relative somme disjointes

YH = Y1 XkAQ HAl XkYé
ou Y] C Ap X X et Yo C Ay X X sont les courbes spectrales universelles pour
G1 et Go. D’apres ce qui précede, c’est la normalisation partielle
Yg - Ag xaY =Y1 X Ao + A1 X1, Yo CAfg X1 2

qui sépare les composantes Y7 X Ag et Ay X Yo.
Avec des notations évidentes on a aussi un Agy-champ de Picard

*

Py = (Picys ja,)" = = P xy, Py

qui agit sur le Apg-champ My par action produit de celle de P; sur A; et
celle de P sur Ay. Le morphisme de fr dans f est P-équivariant ou P agit
sur Ay a travers I’homomorphisme

AH xXa P — Py

d’image inverse pour la normalisation partielle Yy — Ay x, Y.
On a comme précédemment des ouverts

Agi;se — Allisse Xk AlQisse C Alﬁd — All‘ed Xk Aged C AH
qui sont non vides dés que 2inf(ni,ny)deg(D) > 2g + 1. On a

Ag—red — ifl(Ared) C AIIsd‘

LEMME 2.7.1. Le morphisme i : Ay — A est fini.

Démonstration. Le morphisme ¢ : Ay — A est Gy, p-équivariant pour les
actions qui font de aq,;, une coordonnée homogene de degré i, pour chaque
o« = 1,...,nq et chaque «a, et de méme de a; une coordonnée homogene
de degré i pour chaque i = 1,...,n. De plus, le seul point de Ay d’image
(identiquement) nulle dans A est 0. Par suite, cette application est finie. O

LEMME 2.7.2. La restriction Ag‘red — A™ de i a Ag‘red C Aﬁ_‘}d est
un morphisme net.
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Plus précisément, soit ag = (a1,az) un point de Ay = Ay X Ay tel que
les courbes spectrales Y,, et Y,, soitent géométriquement integres et distinctes
(dans le cas ou ny = ng). Alors, l'image du morphisme i : Ay — A est lisse
en l’image a de agr et le morphisme de A sur son image est un isomorphisme
au dessus d’un voisinage de a sini # no et est étale de degré 2 au dessus d’un
voisinage de a st ny = No.

Démonstration. Comme la source et le but de i : Ay — A sont lisses sur
k et que ce morphisme est fini, il suffit de considérer ’application tangente en
afg

< k(a1 ®k@HO ®“)> ( k(a2 ®k@HO ®22))

’Ll—l Zz—l
r(am) ®y @HO . (Lp)®")

qui est donnée par
(P1(u), Py(u)) — Py(u)Py(u) + Pa(u)Py(u)

ot Pp(u) = u" + ag1u™ L+ +agn, et Pa(u) = Qo 1u™ T+ g,
pour o = 1,2. Mais cette application est injective car, au point générique de
Kay @ X, les polynomes Pj(u) et Py(u) sont premiers entre eux. O

2.8. L ouvert elliptique. On dira qu'un S-point a de A™ est une car-
actéristique elliptique si, pour tout point géométrique s de S le revétement
double Y (s) — Ya(s) induit un isomorphisme de ’ensemble des composantes
irréductibles de Ya/ (s) SUr celui de Y,(,). Il revient au méme de dire que 7 agit
trivialement sur I'ensemble Irr(Y/ (S)) des composantes irréductibles de Y/ (s)°
La notion d’ellipticité utilisée ici est une notion géométrique, qui implique la
notion d’ellipticité usuelle. De plus, un élément elliptique est pour nous au-
tomatiquement régulier.

LEMME 2.8.1. Les caractéristiques elliptiques forment un ouvert dense

Aell de Ared’

Démonstration. L’ensemble des caractéristiques elliptiques étant con-
structible, il suffit de vérifier que la propriété elliptique est préservée par
générisation. Soit a : § — A™ un morphisme ot1 S est le spectre d’un an-
neau de valuation discrete complet, de point spécial géométrique s et de point
générique géométrique 77. Supposons que 'image de S est elliptique, il s’agit
de démontrer que I'image de i est aussi elliptique.

Par définition, a(3) est elliptique si et seulement si 7 agit trivialement
sur I'ensemble des composantes irréductibles Irr(Y, (5))‘ Pour démontrer que
a(m) est elliptique, il suffit donc de démontrer qu’il existe une application
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T-équivariante surjective

Irr(YC{(g)) = Irr(Y! ).

a(m)
En effet, la surjectivité de cette application force 7 a agir trivialement sur
Irr(Y) (ﬁ))'

Soit Y¢° I'ouvert maximal de lissité de Y4 = S x4 Y’ sur S. Puisque Y
est une S-courbe plate & fibres géométriquement réduites, on a Irr(Y/ (s)) =

Wo(YC;E)s)) et Irr(Yé(n)) = WQ(YC;(On)). De plus, d’apres le lemme 15.5.6 de [EGA

IV], I'application 7T0(Ya/(n)) — WO(YéO) qui & une composante connexe associe
son adhérence plate dans Yéo, est bijective.

Considérons maintenant 1’application 7T()(Ya/€8)) — m(Ys®) qui associe &
une composante connexe de Ya/(os) I'unique composante connexe de Yéo qui la

contient. Composée avec l'inverse de la bijection 7r0(Ya'(°n)) = WO(YS'O), cette

application définit une application 7 (Y/E’S)) — 7Y Fn))‘

a a
Enfin, pour construire application cherchée Irr(Y/ (g)) — Trr(Y) (ﬁ)), il ne
reste plus qu’a remplacer S par le normalisé S’ de S dans une extension finie n’
de 7 telle que Gal(7/n’) agisse trivialement sur Irr(Y/ (ﬁ)). L’application ainsi
construite est clairement compatible a ’action de .
La surjectivité de Irr(Y, (g)) — Trr(Y) (ﬁ)) résulte de la propreté de Y sur S.
J

L’ouvert A®! est non vide car il contient 'ouvert non vide A*¢ on la
courbe spectrale Y est lisse. En effet, au-dessus de ce lieu, les courbes Y et
Y’ qui sont lisses et a fibres géométriquement connexes, ont toutes leurs fibres
géométriques irréductibles.

Remarquons cependant qu’il peut arriver que Y, soit irréductible sans que
le revétement étale Y, ne le soit.

LEMME 2.8.2. Au-dessus de I’ouvert A®", le morphisme P — A™4 est
de type fini. De plus, pour tout point géométrique a de A®!, le groupe des com-
posantes connezes mo(P,) de P, est canoniquement isomorphe & (Z/22)"(Ye)
ot Irr(Yy,) est I’ensemble des composantes irréductibles de Y.

Soit C un diviseur de Cartier dans I’ ouvert de lissité de'Y, et considérons
le fibré en droites Oy (C — 7(C)), muni de la structure unitaire évidente. Le
point ainsi défini dans P, est dans la composante neutre de P, si et seulement
si le degré de la restriction de C' 4 chaque composante irréductible de Y, est
pair.

Démonstration. Soient a un point géométrique de A°', Y, la courbe spec-
trale associée et m, : Y, — Y, son revétement étale double. Au-dessus de Y,
on a une suite exacte de faisceaux en groupes

*

1= Guy, = (TF“)*(Gm:Ya’,)L(Wa)*(Gm,Y;)T =7
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ou (3 est le morphisme «anti-norme» donné sur les sections locales par (&) =

(&)

Par passage a la cohomologie on en déduit une suite exacte longue
1= HO(Y,, 05) = HY, 05) = HO(Y,, 03,)7 =)

— > Pic(Y,)

Pic(Y)) P, 1

et donc une suite exacte a droite
7o(Pic(Yy)) — mo(Pic(Y,)) — mo(P,) — 0.

Puisque a est elliptique, 'application Irr(Y,) — Irr(Y,) induite par 7, est
bijective. On peut donc identifier mo(Pic(Y,)) et mo(Pic(YY)) a ZM () et la
fleche mo(Pic(Y,)) — mo(Pic(Y!)) est alors la multiplication par 2 dans Z(Ye),
On en déduit que m(P,) = (Z/22)" Ve,

Soit C' un diviseur de Cartier comme dans ’énoncé. L’homomorphisme
Pic(Y]) — P, qui se déduit de 3, envoie le fibré inversible Oy (C') sur le fibré
inversible Oy, (C —7(C')) muni de la structure unitaire évidente. La description
de la fleche induite sur les o montre que Oy, (C'—7(C')) est dans la composante
neutre PV si et seulement si le degré de C sur chaque composante irréductible
de Y] est pair. O

Remarque. L’ouvert A°lint — Al © Ared des caractéristiques a telles que
Y, et Y/ soient integres est 'ouvert complémentaire dans A°' de la réunion des
AN i(Ay(n,)xU(n,)) POUr toutes les partitions non triviales n = ny + na.

LEMME 2.8.3. Il existe une application mo(M,) — Z/2Z équivariante

pour ’action de mo(P,) sur mo(My,) induite par celle de P, sur M, et pour
Uaction de mo(P,) = (Z/22)"Ye) sur 7./27 via la somme.

Démonstration. On a une application canonique de ’espace des fibrés
unitaires dans Z/27 définie comme suit. A (£,® : £ = 7*&) on associe le
fibré inversible A" & sur X’ muni de la structure unitaire A" ®. D’apres le
lemme précédent 'espace de module de ces fibrés inversibles unitaires a deux
composantes connexes. O

L’énoncé suivant est crucial pour notre travail. Il est pour I'essentiel un
cas particulier du théoreme I11.4 de [Fal]. Une partie des arguments utilisés
figure aussi dans [Est].

PROPOSITION 2.8.4. (i) La restriction M de M au-dessus de I’ ouvert
Al © A est un champ de Deligne-Mumford.

(ii) Le morphisme de champs de Deligne-Mumford f : Ml — A°l
induit par le morphisme de Hitchin est propre.
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Démonstration. Soit k une cloture algébrique de k. Pour I'assertion (i) on
se contentera de démontrer que les automorphismes de tout k-point de ’ouvert
Me! est fini.

Il résulte de la démonstration de la proposition 2.5.2 que 'algebre de Lie
du groupe des automorphismes d’un objet (£, ®,6) de M(k) de caractéristique
a est

H ko, X, HU(K)) c H'(k @Y, 0, )7 !

kY,
avec les notations de cette démonstration. Mais si a est dans Pouvert A¢l,
T* agit trivialement sur H(k ®, ?a’ , OE@J')' Par conséquent cette algebre de
Lie est nulle et le groupe des automorphisf)laes de (€,®,0) est fini.

Pour Dassertion (ii) nous procéderons en trois temps en montrant tout
d’abord que le morphisme f°! est de type fini, puis qu’il satisfait la partie
«existencey du critere valuatif de propreté, et enfin la partie «unicité» de ce
méme critere.

Soit a € A®Y(k). Le morphisme d’oubli f~'(a) = M, — EY;/?
(F,t) = F, est représentable de type fini: sa fibre en un Oy,-Module sans
torsion F de rangs génériques 1 est un fermé de Zsomo,, (F,7F"). Pour
démontrer que M, est de type fini il suffit donc de voir aque ce morphisme
d’oubli se factorise a travers un ouvert de type fini de m)(:f/%l ) deg(D)

a

On rappelle que le degré de wy, ,x est égal & 2(n — 1) deg(D) et donc que pour
tout (F,t) € Mg, F est de degré (n — 1) deg(D).

De tels ouverts sont obtenus en bornant les degrés des restrictions de F

C PICYQ’/E'

aux composantes irréductibles de Y. Plus précisément, soit
v: Y(;r = H C—Y,
Celrr(Y,)

la normalisation partielle qui consiste a séparer les composantes irréductibles
C de Y, sans les modifier. Alors,
Vv = [ X'xxC—Y]
Celrr(Ya)

est aussi la normalisation partielle qui consiste a séparer les composantes
irréductibles C" = X' x x C de Y, sans les modifier, puisque a est elliptique.
Pour tout k-point F de ﬁ}(j/%l)degw)
torsion de v*F et do(F) + 5 deg(weyx) le degré de la restriction Go de G a la

notons G le plus grand quotient sans

composante connexe C’ de Y., On a une fleche injective d’adjonction
F— V.G

dont le conoyau est annulé par le conducteur a de YaT /Yy, c’est-a-dire 'annulateur
de v,Oy1/Oy,. On a donc

a.G — F — V.G.
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On en déduit que, pour toute famille d’entiers (ec)cerm(y,), les F de
degré (n — 1) deg(D) tels que do(F) > ec quel que soit C' € Irr(Y,) forment
une famille limitée.

Maintenant, si (F,¢) est un k-point de M,, on a

™((¥9)") C T (FY) = F Cvg.
On en déduit que do(F) > 0 pour chaque C € Irr(Y,). Le champ de Deligne-
Mumford M, est donc bien de type fini. Nous laissons au lecteur le soin de
généraliser cet argument pour en déduire que f°! est de type fini.

Considérons maintenant le critere valuatif de propreté. Soit S un trait
strictement hensélien de point fermé s et de point générique n. Soit a : S — Al
un S-point de A°l. On a la S-courbe spectrale Yg — S, et son revétement dou-
ble étale Yi — Y. On a aussi le revétement fini py : Y — Yg — Xg. Soit
(Fy,tn) un k(n)-point de M, c’est-a-dire une Oy;-module cohérent sans tor-
sion de rang générique 1 muni d’'une structure unitaire ¢,. On veut prolonger ce
point en une section (F,¢) de Mg — S quitte a remplacer S par un revétement
fini ramifié. Soit Ug I'ouvert de Xz = s X X au-dessus duquel Y est étale
et V! C Y, l'image réciproque de Us par pl. Alors, V! est réunion disjointe
d’ouverts Vs,,c indexés par les composantes irréductibles de Y, ou ce qui revient
au méme les composantes irréductibles C' de Y, puisque a(s) est elliptique. Les
réunions U = X, UU; C Xg et Vg =Y, UV, C Y sont des ouverts denses, et
chaque V- est un diviseur de Cartier sur V'.

On commence par prolonger (F,,t,) & V'. Pour cela on choisit un pro-
longement de 7, en un Oy-module cohérent G sans torsion de rangs génériques
1 tel que ¢y se prolonge en un homomorphisme ¢ : G — 7*G" nécessairement

injectif. On a alors
Ty, = Q(Z mc‘é’,o)-
C

Quitte a ramifier S en extrayant une racine carrée de I'uniformisante de S, on
peut supposer que les m¢c sont tous pairs et alors

Fvi=G (Z %Wc)
c

muni de la structure unitaire ¢y~ induite par ¢ répond a la question.

Maintenant on prend pour (F,t) I'image directe par I'immersion ouverte
V' — Y’ de (Fyr,ty/). Pour voir que F est plat sur S et fibre & fibre sans
torsion de rangs génériques 1, il suffit de remarquer que (p&).F est I'image
directe par I'immersion ouverte U — Xg de sa restriction a U, et est donc
un fibré vectoriel puisque X est lisse sur k et que Xg — U est de codimension
2 dans Xg. On a donc démontré la partie «existence» du critere valuatif de
propreté.

Pour conclure il ne reste plus qu’a traiter la partie «unicité» de ce critere
valuatif. Soient donc (F,¢) et (F1, 1)) deux sections de Mg — S et ¢, :
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(Fpsty) — (F}, 1)) un isomorphisme entre leurs restrictions & Y,. Il s’agit de
prolonger ¢, & Y{ tout entier.

Comme précédemment, il suffit de prolonger ¢ & louvert V/ C Yi. En
se localisant au point générique de chaque composante connexe V.~ de V/, on
est ramené & vérifier I'assertion suivante. Soient R'/R une extension étale de
degré 2 d’anneaux de valuations discrétes, K’'/K D'extension correspondantes
entre les corps des fractions, N et N! deux K’-espace vectoriel de dimension 1
munis de structures unitaires relativement a l’extension quadratique K'/K et
M C N et M' ¢ N' deux R'-réseaux auto-duaux relativement a ces structures
unitaires, alors tout isomorphisme unitaire 1 : N — N envoie M sur M.

On peut supposer que M = M = R, de sorte que N = N! = K’ avec des
structures unitaires données par les formes hermitiennes az*y et alz*y pour
a,al € R*. Alors ¢ est donné par z — 'z avec ' € K'* tel que a = #/5*a/
et donc tel que 3 € R*, d’ou I'assertion, et la partie (ii) de la proposition. [

2.9. La «glissadey». L’espace de Hitchin Ay du groupe endoscopique H
est un produit Ay = A; X Ag ou pour tous a € {1,2}, A, est l'espace affine
associé au k-espace vectoriel

P HO(X. (£o)™).
i=1

Le k-schéma en groupes vectoriels Vect(X/X) défini par le k-espace vectoriel
H'(X, Lp) agit par translation sur la surface réglée ¥ = P(Ox @ (Lp)®~!) —
X en préservant la section infinie. L’action de Vect(X/X) se releve au fibré en
droites Ox;(nq) et donc induit une action de Vect(3/X) sur HO(XZ, Ox(ng)) =
Doy HO(X, (Lp)®") qui est donnée par

v (Ga1,--sQan,) = (ba,1(V), ..., bam, (V)
ol by,1(v),...,ban, (v) sont définis par
W B (0" b (0) = (U0 a1 ()™ 4 G,

pour tout v € Vect(X/X).

Cette action de Vect(X/X) sur A, se releve par construction a la courbe
spectrale universelle Y, — A, et se releve donc aussi en une action sur la
fibration de Hitchin f, : M, — A, de U(n,).

Par produit direct, on a donc une action de Vect(3/X) xj, Vect(X/X) sur
la fibration de Hitchin fr : My — Ag du groupe endoscopique.

Soit Agjred Pouvert de Agfred dont les points géométriques sont les points
géométriques (a1, ay) de Ag_red tels que les deux courbes spectrales Y, et Y,

tracées sur X se coupent transversalement et de plus, tels qu’en tout point z
de leur intersection, Y,, et Y,, soient étales sur x(aj,as) @k X.
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ProprosITION 2.9.1. L’ ouwvert

{((v1,v2), (a1, a2)) | (v1 - a1,v2 - az) € Aflgred

C Vect(2/X) x Vect(B/X) xj AG e

image réciproque de I’ ouvert Agfhmd C Ay par le morphisme d’action

Vect(Z/X) Xk Vect(E/X) Xp Ay — Ay
s’envoie surjectivement sur Ag_md par la projection canonique
Vect(X/X) xj Vect(S/X) xp AGTed — AGred,

En particulier Afl_ured est non vide.

Démonstration. Soit a = (a1, az) un point géométrique de Ag‘red. Comme
p > n, le diviseur de Cartier effectif Y,, + Y,, de x(a) ®; X est génériquement
étale sur k(a) ®; X. Il existe donc un ouvert dense U de k(a) ®; X au-dessus
duquel Yy, et Y,, sont étales et ne se rencontrent pas.

Soit U — U un revétement fini étale qui déploie completement les re-
strictions finies étales de Y7,, et Ya,, & U. Pour o = 1,2, on a alors des
sections

bats- - ban, € H'(U,Lp)

telles que
u™ + (a0 |U)u" ™+ + (g, [U) = [] (@ = bas,)-

ta=1

Soit v € k(a) ®, H°(X,Lp) qui ne s’annule en aucun point de x(a) @y
(X —U). Alors, v induit une base, notée encore v, de la fibre Lp g de Lp au
point générique Spec(K') de k(a)®y X et les quotients by ;, /v sont des éléments
bien définis du corps des fonctions K = (a)(U) de la courbe U, éléments dont
on peut prendre les différentielles

d(bai. /v) € Vg -
Choisissons arbitrairement f € K dont la différentielle df € Q}( Jn(a) St
non nulle et tel que
v = fv € ra) @ H(X,Lp) C Lp K-
Il existe de tels f = o'/v d’apres le théoreme de Riemann-Roch puisque

deg(Lp) > 2g + 2.

Montrons alors qu’il existe ¢ et ¢ dans k(a) tels que ((cv 4+ V') - a1, a9)
soit un point géométrique de Ag?ed, ce qui terminera la démonstration de la
proposition.
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Il existe ¢ € k(a) tel que les expressions

1
d((bLil - CIU,)/U) - d(bQ,iz/v) € Qf(/n(a)
soient toutes non nulles et que v ne s’annule en aucune des images dans k(a) ®y
X des points d’intersection de Yy,.q, €t Yy,. Pour un tel ¢/ notons U un ouvert
dense de U tel que les fonctions rationnelles (b1 ;, —cv”) /v et by ;, soient toutes
régulieres sur 'image inverse U, de Uy dans U et que les différences
1
d((blﬂﬁ - C,U/)/U) - d(bliz Jv) € Qﬁc//n(a)
ne s’annulent en aucun point de U, . Pour tout ¢ € (a) les courbes Yicoterv)ar
et Y,, sont étales au-dessus de Uy et s’y coupent transversalement.

Il ne reste plus qu’a choisir ¢ de telle sorte que les courbes Y( i car).a,
et Y,, ne se coupent pas au-dessus de I'ensemble fini k(a) @ X — Uy. Clest
possible puisqu’au-dessus de chaque point x de k(a) ®x X — Uy, cette condition
n’écarte qu'un nombre fini de valeurs pour ¢, voire méme aucune si v(z) = 0,
Y, et Y,, ne se coupant pas au-dessus d’'un zéro de v. O

3. Un énoncé global

3.1. Un point particulier de Ar. On suppose dorénavant que la courbe
X admet un point z,, rationnel sur £ = F; au-dessus duquel le revétement
double étale X’ — X est décomposé.

Comme dans le chapitre 2, on considere le schéma en groupes unitaires G
sur X a n variables et son groupe endoscopique H = G1 X x G2 ou G et Go
sont les schémas en groupes unitaires sur X en nj et ng variables. Toujours
comme dans le chapitre 2, une fois fixé le diviseur effectif D de degré > g+1 sur
X, on a la fibration de Hitchin M — A et sa variante endoscopique My — Ap
qu’on va aussi noter g : ' — Ag. On a aussi les courbes spectrales Y — A et
Yy — Ag.

Fixons maintenant un point a = (a1, a), rationnel sur k = I, de I'espace
de Hitchin endoscopique Ap. On a donc des courbes spectrales Y,,, Y,, et
Y, =Y, +Y,, tracées sur la surface ¥ = P(Ox @ (Lp)®~1).

Faisons les hypotheses sur a suivantes:

- Y,, et Y,, sont distinctes, géométriquement irréductibles et génériquement
étales au-dessus de X;

— les images inverses Y, et Y, de Y, et Y, dans le revétement double
étale Y, = X' x x Y, de Y, sont aussi géométriquement irréductibles; en
particulier, I'image i(a) de a dans A est dans I'ouvert A®' (cf. la section

(2.8));
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— le morphisme Y, — X est étale au-dessus du point zo, € X (k) et pour
chaque « € {1,2}, il existe au moins un point de Y, rationnel sur k
au-dessus de Tso.

3.2. Actions du groupe discret et pureté. Notons R 1'hensélisé de A en
I'image de a par le morphisme canonique ¢ : Ay — A et S 'hensélisé de Ap
en a. Puisque a est elliptique, on a R C A®L 11 résulte des lemmes 2.7.1 et
2.7.2 que le morphisme induit par ¢« de S dans R est une immersion fermée.
On identifie dans la suite S & son image par cette immersion fermée, de sorte
que S C R. On note s le point fermé commun de S et R; son corps résiduel
k(s) est égal a k =TF,.

Notons par un indice R le changement de base par le morphisme R —
ATl C A et par un indice S le changement de base par le morphisme S —
Agfred C Ag. On note par un indice s la fibre en s (fibre spéciale) des objets
au-dessus de R ou S.

On a donc la courbe spectrale relative Y — R et le morphisme fini et
plat pr : Y — R X X de degré n. On a de plus le revétement double étale
Y}, — Yg. La fibre spéciale Yy =Y, se décompose en réunion de composantes
géométriquement irréductibles Yy = Y,, UY,,. De méme on a Y] =Y, UY,
olt les Y, sont aussi géométriquement irréductibles.

La pré-image pﬁl (oo) de R X {zx} par le morphisme fini plat pg : Yr —
R x; X est un R-schéma fini et plat de degré n. Sa fibre spéciale étant supposé
réduite et k étant parfait, pl_%l(moo) est donc fini étale de degré n au-dessus de
R. De méme la pré-image pgl(moo) de R xj, {xo} par le morphisme fini plat
P Y — R xj X est un R-schéma fini étale de degré 2n.

Pour chaque o € {1,2}, il existe des k-points de Y, au-dessus de 2z et
on en choisit arbitrairement un que l'on note y;, € Y, (k); le point y, s’étend
de facon unique en une section

Yon ' B — v (R).
Les sections yg’ p induisent un homomorphisme de R-champs de Picard
R x Z* — Picy, /g
Plus précisément, ce morphisme est donné par
(d1,d2) = Oy (dily1 gl + [y, r))-

En le composant avec ’homomorphisme «anti-norme» (voir la preuve du lemme

2.8.2)
Picy, /p — Pr, §— &7(6) 7,

on obtient un homomorphisme

p:Rx7*— Pg
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qui est donné concretement par

(d1,d2) — Oyy (diyy gl — di[T(11 g)] + dalyz, g] — da[T(y2,R)]);
1

le fibré inversible Oyy (d1[y) gl — di[7(y) )]+ da[ys gl — da[7 (5 g)]) étant muni
de sa structure unitaire évidente.

Soit b un point géométrique de R et py, : Z> — P, la fibre de p en b.
Considérons I’homomorphisme composé

mo(py) : Z2 — Py — mo(Py)

dont le but est mo(Py) = (Z/27)” ou Jy := Irr(Y;), d’apres le lemme 2.8.2.
Pour «a € {1, 2} notons j,(«) € J, I'indice de I'unique composante irréductible
Yy (o) de Yy qui contient le point y/, (b). Alors m(pp) est donné par

(d1,dg) — ( Z aOz)

‘ ) JEJy
a€e{1,2}, ju(a)=j

ol d, est la classe de d, modulo 2, de nouveau d’apres le lemme 2.8.2. En
particulier mo(pp) : Z2 — mo(Py) se factorise & travers Z2 — (Z/27)2.

PROPOSITION 3.2.1.  Pour o = 1,2, considérons le caractere rky : 72 —
{1} défini par
Ka(dl,dQ) = (—1)d“.

Soit b un point géométrique de I’hensélisé R de a dans A. Pour que ko se
factorise a travers I’homomorphisme mo(py) : Z* — mo(Py) défini plus haut, il
est nécessaire que b € S C R.

Démonstration. Le caracteére k,, se factorise a travers mo(pp) si et seulement
si 'application j, : {1,2} — J, est injective. Faisons donc cette hypothese.

Pour démontrer que b € S il suffit d’apres 2.5.3 de démontrer que, pour
a € {1,2} le revétement fini et plat py, j, (o) : Y5 j,(a) — b Xx X est de degré n,,
c’est-a-dire que le nombre de points de la fibre pb_’;b (@) (b, x0) est égal & ny,.

Soit R I'hensélisé strict de R relatif a la cloture algébrique de x(s) = k
dans k(b), 5 son point fermé et b le relévement naturel de b & R. On a n
sections distinctes R — Y% au-dessus du point z... Notons cet ensemble de
sections pﬁl (o). On a donc une application canonique

ps P (wo0) — {1,2}

qui associe a une section y € p%l (Zoo) l'unique indice a € {1,2} tel que y(3)
soit un point géométrique de Ys . De méme, on a 'application

2 = @oo) = Jy

qui associe & une section y € p%l(xoo) I'unique indice j € J, tel que y(b) soit
un point géométrique de Y ;.



508 GERARD LAUMON AND BAO CHAU NGO

Il suffit de démontrer que pp = jp o ps car alors

7L oy (s o)] = 155 Gin(@))] = |1 (@)] = e
vu que jp est injective.

Montrons donc que pp = jp 0 . Par définition de jp il revient au méme
de démontrer que, pour tous y,1y € p%l(asoo) tels que ps(y) = ps(y’) on a
1o(y) = pp(y').-

Cette assertion résulte du corollaire 15.6.7 de [EGA IV] appliqué a notre
situation. En effet, soit Yz I'ouvert de lissité de la courbe Yi sur R. Comme
Yr — R est plat et a fibres géométriquement réduites, Yr — Yp est fini sur R.
Les sections y € p%l (roo) arrivent dans Yy puisque Y — R X X est étale
au-dessus de R Xp xo. D’apres loc. cit, pour chaque section y € p%l (o),
il existe un ouvert U, de YES, contenant l'image de la section y et tel qu’en
tout point géométrique b de S, U, = U, N'Y};’ soit la composante connexe
de Y contenant le point y(b). Si maintenant y,y’ € p%l(xoo) sont tels que
ws(y) = ps(y'), alors Uy N U, est non vide puisque cette intersection est déja
non vide dans la fibre spéciale. De plus, le morphisme U, N U, — R étant
un morphisme lisse, a fortiori universellement ouvert, et que I'image de ce
morphisme contient le point fermé de R, il est donc surjectif. On a donc
Uyp NUy p # 0 ce qui implique Uy, = Uy p, c’est-a-dire pp(y) = pp(y'). O

Suivant Deligne (cf. [Del]), nous dirons qu'un complexe de faisceaux
(-adiques sur I'hensélisé en un point fermé d’un schéma de type fini sur [, est
potentiellement pur de poids w € Z s’il provient d’un complexe de faisceaux
f-adiques pur de poids w sur un voisinage étale de ce point fermé. Un tel
complexe K potentiellement pur de poids 0 est automatiquement semi-simple,
c’est & dire isomorphe & la somme de ses faisceaux de cohomologie perverse
décalés

K = (PPH"K[-n]

ou chaque PH™ est pure de poids n (cf. la section (5.4) de [B-B-DJ).
On appelle endoscopiques les deux caracteres ki, ko : (Z/27)* — {£1}
déja apparus dans la proposition précédente et définis par

Iia(dl, dg) = (—1)d".

COROLLAIRE 3.2.2. Soit fr : Mpr — R le changement de base du
morphisme de Hitchin f : M — A par le morphisme R — A d’hensélisation
de A en a. Alors, Uaction de Z? sur chaque PH™(fr+«Qp) qui est induite par
Phomomorphisme Z? — Pg et par Uaction de Pr sur Mg, se factorise a
travers le quotient fini 72 — (Z./27,)2.

De plus, pour chaque entier n, dans la décomposition

PH™(fr,+Qe) = @D H" (frQe)s



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES GROUPES UNITAIRES 509

suivant les caracteres k de (Z/27)%, tous les facteurs directs sont potentielle-
ment purs de poids n et, pour k endoscopique, le facteur PH"(fr Q). est
a support dans le fermé S de R. FEn particulier, pour chaque caractére en-
doscopique &, la restriction a S de PH™(fr«Qy)x est potentiellement pure de
poids n.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, I'image de (dy,ds) €
72 avec les d, tous pairs, est une section de Py sur S dont la restriction &
chaque fibre géométrique de Pg — S est dans la composante neutre de cette
fibre. D’apres le lemme d’homotopie ci-dessous, (dy,ds) agit donc trivialement
sur chaque PH"(fr+Qr). En d’autres termes, Z? agit sur chaque PH"(fr Q)
A travers son quotient (Z/27Z)2.

Comme Pouvert M™4 C M est lisse sur F, (cf. la proposition 2.5.2), le
complexe Qg aqrea[0] est pur de poids 0. Comme la restriction el pell - pell
de f au-dessus de A°! est un morphisme propre entre champs de Deligne-
Mumford (cf. la proposition 2.8.4), on en déduit que f'Qy est pur de poids 0
sur A®!! et donc que fr+Qy est potentiellement pur de poids 0.

Pour démontrer la derniere assertion, il suffit de vérifier que la restriction
de PH"(fr+Q¢)x & l'ouvert R—S est nulle pour s endoscopique. Soit b un point
géométrique de R—S. D’apres la proposition précédente, il existe (dy,ds) € Z2
tel que k(dy,ds) = —1 et que py(di, da) soit dans la composante neutre de P,.
Ceci implique que py(dy,ds) est dans la composante neutre de P, pour tout
point géométrique b’ dans un voisinage étale de b. En invoquant de nouveau
le lemme d’homotopie, on voit que (dj,ds) agit trivialement sur la restriction
de PH"(fr+Q¢) & un voisinage étale de b, de sorte que la restriction de la
partie r-isotypique PH"(fr «Qr)x & ce voisinage étale est nulle. Ceci étant vrai
pour tous les points géométriques b de R — S, on conclut que la restriction de
PH™(fr+Qe)x & R — S est nulle. O

LEMME 3.2.3 (Lemme d’homotopie). Soit f : X — S un S-schéma et
m: G — S un S-schéma en groupes lisse o fibres géométriquement connezes
agissant sur X. Alors le groupe des sections globales G(S) agit trivialement
sur chaque faisceau de cohomologie perverse PH™(f.Qy).

Démonstration. Considérons le diagramme

GxgX >0 xgX 25 x

ou la fleche o envoie (g, x) sur (g,gx). Dans ce diagramme, le triangle est
commutatif et le carré est cartésien.
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Par le théoreme de changement de base par un morphisme lisse, on a
7 (PH"(f+Qr)) = PH"(prg .Q¢). Le morphisme a induit un endomorphisme
o] de PR (prc,. Q).

Puisque 7 est un morphisme lisse a fibres géométriquement connexe, 7*
convenablement décalé, est un foncteur pleinement fidele de la catégorie des
faisceaux pervers sur S dans celle des faisceaux pervers sur G (cf. la proposition
4.2.5 de [B-B-D]). 1l existe donc un unique endomorphisme 3 de PH"(f.Qy)
tel que 7*(8) = [a]. Par fonctorialité, pour toute section globale g : S — G,
on a g*([a]) = [. En prenant la section neutre g = 1, on obtient que [ est
I'identité. Pour toute autre section g : S — G, g*([a]) agit donc aussi comme
Iidentité sur PH" (prg Q). C’est ce qu’on voulait démontrer. O

COROLLAIRE 3.2.4. Pour chaque caractére endoscopique k, le faisceau
de cohomologie perverse PH™(fs.Qy)y est potentiellement pur de poids n quel
que soit I’entier n.

Démonstration. D’apres le lemme ci-dessous, fs.Q; se décompose en
somme directe d’une partie k et d’une partie hors k. De plus, la restriction a
S et les foncteurs de cohomologie perverse commutent a cette décomposition.
Le théoreme résulte donc du théoreme de changement de base propre et du
corollaire précédent. O

Remarque. Soient g : N' — Ap la fibration de Hitchin pour H et
gs : Ng — S le changement de base & S. Puisque (a1, az), et donc S, est
contenu dans I'ouvert elliptique de Ay, Ng est un champ de Deligne-Mumford
(formellement) lisse sur k et le morphisme gg est propre. Les faisceaux de
cohomologie perverse PH"(gg+Qy) et tous ses facteurs directs PH"(gs.Qr)x
sont eux aussi potentiellement purs de poids n.

LEMME 3.2.5. Soient E un corps, A une catégorie abélienne E-linéaire,
K un objet de DP(A) et T un groupe abélien opérant de fagcon E-linéaire sur K .
On suppose que pour chaque entier n I’objet de cohomologie H™(K) admette
dans A une décomposition I'-équivariante

H"(K) = P H"(K),

ol x parcourt les caractéres deI' a valeurs dans E*, ot pour chaque x et chaque
v €T, v—x(v) opére de maniere nilpotente sur H"(K),, et ou H"(K), = (0)
pour tous les x sauf un nombre fini.

Alors, il existe une unique décomposition I'-équivariante

K =PK,
X
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dans DP(A) ot x parcourt les caractéres de T & valeurs dans E*, ol pour
chaque x et chaque v € ', v — x(v) opere de maniére nilpotente sur K, et
ou K, = (0) pour tous les x sauf un nombre fini. De plus, on a H"(K,) =
H"™(K)y quels que soient ’entier n et le caractere x.

Démonstration. Commengons par I'unicité. Soient K’ et K" deux objets
de D"(.A) munis d’actions de T et soient ' et x” deux caractéres distincts de I
a valeurs dans E* tels que, quel que soit v € T', y—x'(7) et v—x" () operent de
maniere nilpotente sur K’ et K" respectivement. Il s’agit de vérifier que tout
morphisme I'-équivariant f : K’ — K" est nécessairement nul. Choisissons
v € T tel que X'(7) # X" (7) et des entiers n’ et n” tels que (y — x'(7))"
et (v — x" (7)) annulent K’ et K" respectivement. D’aprés le théoreme de
Bezout, il existe des polynémes P'(T) et P"(T) dans E[T] tels que

On aal P(TYT — X' ()" +P"(T)(T — X" ()" = 1.

F=P' O =X" )" f+ Py =X ()™ =0.

Passons a 'existence. Si K est concentré en un seul degré, il n’y a rien
A faire. Sinon, soit [a,b] C Z le plus petit intervalle tel que K € ob DI*tl(A).
On raisonne par récurrence sur l'entier b — a > 1. On a le dévissage

K =71y 1 K —> K —> K" = HY(K)[-b] —2> K'[1] .

Par hypotheése de récurrence on a les décompositions voulues de K’ et K”.
Considérons la fleche de degré 1

2: P KL — P K.
X X

D’apres notre argument pour 'unicité, on a nécessairement 0 = @X 0y pour
des fleches 0y : Ky — K [1]. On a donc une décomposition de K en P, K olt
les K, [1] sont les cones des fleches Ox. Pour n’importe quels «y et x, on sait par
hypothese de récurrence qu’il existe des entiers n’ et n tels que (v — x (7)™
et (v — x(7))"" annulent K et K respectivement. Alors (y — X))

annule K, puisque (y — x(7))" se factorise en Ky —— K, — =K, , que

n'

(v = x(7)"" se factorise en K, —— K —— K, et que vu = 0. 0O
3.3. Actions du tore. Au-dessus S on a deux revétements
p1:Y175—>SXkXetp2:Y27s—>SXkX

de degré respectivement n; et no qui, relativement a S, sont des familles de
revétements de X. On a aussi un morphisme

YislYy s —Ys

qui est une normalisation partielle en famille de la courbe relative Yg — S.
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Pour tout point géométrique b de S, les courbes Y7 5, et Y5 ;, sont tracées sur
la méme surface réglée ¥ = P(Ox & (Lp)®~1) au-dessus de X. Leur réunion
est Yy, Leur intersection est un schéma fini Z; de longueur

r = 2ning deg(D)

indépendante de b. Les Z;, s’organisent en une famille Z finie et plate de
degré r au-dessus de S. Le schéma Z se plonge naturellement dans chacune
des courbes relatives Y7 g5 et Yg et on dispose en particulier d’'un morphisme
q:Z — S X X qui est fini, mais n’est pas plat.

Si on note par (—)’ le changement de base par le revétement double étale
X" — X on a alors deux revétements étales doubles

Vig—=YisetYyg— Yas
et les revétement finis composés
p’l:Yf75—>5><kXetp'2:Y2'75—>S><kX.
On a encore un morphisme
V{gY;g— Yy

qui est une normalisation partielle en famille de la courbe relative Y¢ — S.
Le schéma
Z/ == YLS ﬂ Y2175

est un revétement double étale de Z. 1l est donc fini et plat sur S de degré
2r et linvolution 7 agit sur Z’ sans point fixe. On note ¢’ : Z/ — S x;, X le
morphisme composé du revétement étale double Z’ — Z et de q.

Considérons les faisceaux en groupes commutatifs

J = ((Wop')*GmySr)T :(_)7, Jy = ((Trop’a)*Gm,m,S)T =)
et K = (¢\Gmz) )
pour la topologie fppf sur S x; X, ou mop’: Yy — Xg — X et mopy, 1 Y, g —

X4 — X, a € {1, 2}, sont les morphismes composés.
On a une suite exacte de faisceaux

O—>J—>J1XJ2—>K—>0
qui induit une fleche co-bord
Prg « K — Hl (prS,* J)

oll prg : § X X — S est la projection canonique. Notons que par définition,
Ps est le champ de Picard associé au complexe 7<i(prg, J) de faisceaux en
groupes abéliens sur S. En termes concrets, la donnée d’une section globale de
K est équivalente a une donnée de recollement des modules inversibles triviaux
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sur Y] 5 et Y ¢ avec structures unitaires triviales le long de Z, et la fleche de
co-bord ci-dessus envoie cette derniere donnée sur le module inversible recollé.

Considérons la fibre spéciale du morphisme fini et plat h = prgog: Z — S.
C’est un k-schéma artinien dont le réduit hgred 1 Zsred — s = Spec(k) est le
spectre d'un produit fini d’extensions finies séparables des k. Comme k est
parfait, on a une rétraction canonique Z; — Zseq (cf. le corollaire (19.6.2)
du chapitre 0 de [EGA IV]) et comme S est hensélien on a une factorisation
canonique

h:Z—=7-"sg

de h ou le morphisme Z — Z est totalement ramifié au sens ou il induit un
isomorphisme de Zg,eq sur Zs et ou h est fini étale (corollaire (18.5.12) de
[EGA IV]). De méme, on a une factorisation

h' =prgoq : Z’HZ’LS

de h' ol le morphisme Z' — Z’ est totalement ramifié au sens ot il induit un
isomorphisme de Z! _, sur Z, et ot I/ est fini étale, factorisation qui s’insere
dans un diagramme commutatif & carré cartésien

7 —=7

| I

Z——7—S5

ou les fleches verticales sont des revétements doubles étales.
On a donc un sous-S-tore

T =H.G, 7 Ch.Guz
du S-schéma en groupes commutatifs lisse h,,Gy, 7/, dont la fibre spéciale
Ty C 1, .G,z
est le sous-tore maximal et s’envoie isomorphiquement sur le tore quotient

maximal de A} ,Gp, 7, (comparer avec le théoreme 5.8 de 'exposé 4 de [SGA 3]).

L’involution 7* de h,Gy, z préserve le sous-S-tore f, et
T=(T)y" ="

est le sous-S-tore de prg , K = (hiGnp, 2)7 =)' qui releve canoniquement le
tore maximal
w_(_\-1
Ts = (( ,s,red)*GHLZg )T )

,red

de (prg . K)s.
On a donc construit un S-tore T' et un S-homomorphisme 7" — Pg.
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PROPOSITION 3.3.1.  L’image de ’immersion fermée i : Ng — Mg
est précisément le lieu des points fizes de T agissant sur Mg a travers le
morphisme T — Pg.

Démonstration. Comme T agit sur Ng a travers la fleche composée évidente,
T Cprg, K — H'(prg, J) — H' (prg. Ji) xs H' (prg. Ja)

on a évidemment 'inclusion Ng C Mg Il reste donc & montrer que tout point
géométrique de Mg qui est fixe par T est dans Ng.

La donnée d’un point géométrique m de Mg est équivalente aux données
suivantes:

(a) un point géométrique b dans S,

(b) un module cohérent F sans torsion de rang 1 sur le revétement double
étale Y, de la courbe spectrale Y}, ce module étant muni d’un isomor-
phisme ¢ : F — 7*FV tel que % = 7%

De plus, il revient au méme de se donner le couple (F,¢) ou de se donner:

(1) les restrictions F7 et F35 de F aux composantes Y|, — Z; et Yo, — Z]
de Y, — Zj, ces restrictions étant munies d’isomorphismes ¢ : Fg =

T*(F2)V avec toujours %, = T* 14 pour a = 1,2,

(2) pour chaque point (fermé) z de Zj, les restrictions V., et V,» de F aux
complétés formels de Y} en les deux points 2’ et 2” de Z; au-dessus de z,
ces restrictions étant munies d’un isomorphisme V., = VZV/,

(3) les données de recollement évidentes.

Pour chaque point z de Z, choisissons arbitrairement un des deux points
de Z; au-dessus de z, point que I’on note z’; notons A, I'anneau local complété
de Y} en ce point et Frac(A. ) 'anneau total des fractions de A.,. On a

A, C Ay X Ay, C Frac(Ay ) @ Frac(Ay ) = Frac(A,)

ou, pour @ = 1,2, A, . est Panneau local complété de Y, , en 2’ et Frac(Aq, /)
est 'anneau total des fractions de A, ... Notons V, la fibre de F§ au point
Spec(Frac(Aq,.r)) de Y., — Z;.

Les données (2) sont encore équivalentes a la donnée, pour chaque point
z de Zp d'un A,/ -réseau V,» C Vi @ Vs.

Si 'on fixe le point géométrique b de S on peut donc écrire tout point
géométrique m de My sous la forme

m= ((fo

aita)a=1,2, (V) zecz,,données de recollement).
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On a une description analogue pour les points géométrique de Ng C Mg,
la seule différence étant que 'on exige en plus que les réseaux V.,  soient
décomposés au sens ou

Vy = 21D Vz’,2 cVie Vs

ou V. est un A, ,-réseau dans V,, o =1, 2.

Dans la suite, pour alléger les notations, on privilégie la composante Y7
de Y}, ou ce qui revient au méme on identifie le quotient de x(b)* x x(b)*
par le k(b)* diagonal & k(b)* via la premiere projection. Alors, le groupe des
k(b)-points de la fibre Ty de T en b admet la description suivante:

Ty(s(0) = (s(0))% = [] (s(®)* x s(0)*)" =" T (A% x Ax)" =)

2EZ, ZEZ,

—1

ou 7* échange les deux copies de k(b)* et les deux copies de A, (le premier
facteur x(b)* ou A, correspond & 2’ et le second a 7(2’)).

De plus l'action de t € Ty(k(b)) sur les points géométriques m de My est
donnée par l’action, pour chaque z € Z;, du facteur ¢, € x(b)* correspondant
sur le réseau V. par 'homothétie de rapport (t.,1) € Af,, x Ay,

t.- V.= (t, )V, C V1 @ Va.

Par suite, m est fixe sous laction Ty(k(b)) si et seulement si, pour chaque
z € Zy, V. est décomposé, d’ou la proposition. |

3.4. Un systéme local de rang 1 sur S. Rappelons qu’au-dessus du schéma
hensélien S, nous avons construit un schéma fini et plat h: Z — S de degré r
et un revétement double étale mz : Z' — Z.

Notons Ly 7 le systeme local en Z-modules libres de rang 1 et d’ordre 2
qui est le conoyau de la fleche d’adjonction

ZZ — WZ,*ZZ“

Comme S et donc aussi Z sont henséliens, Ly /7 est géométriquement constant.
Soit Sy 'ouvert de S dont les points géométriques b ont les deux propriétés
suivantes:

— les deux courbes Y7 et Yo, qui sont tracées sur la méme surface réglée
k(b) ®k X, se coupent transversalement,

e — les revétements Y, — k(b) ®, X et Yo, — k(b) ®, X sont étales en
tout point d’intersection z € Z = Y7, N Yo

L’ouvert Sy est dense dans S puisque I'ouvert Ag?ed C Ap est non vide

(cf. (2.9)). On note par (—)y le changement de base par I'immersion ouverte
Sy — S. Les morphismes hy : Z, — S et hé : Zh/ — Sy sont finis étales de
degré r et 2r respectivement.
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Le systeme local en Z-modules libres de rang 1

LZQ/Zu/Su = (/\ hﬂv*LZé/Zu) ® (/\ hh:*ZZu)@)_l

sur Sy est géométriquement constant. Il se prolonge donc trivialement en un
systeme local en Z-modules libres de rang 1 sur S tout entier. Notons Lz ,7/g
ce prolongement qui est bien str lui aussi géométriquement constant.

LEMME 3.4.1. L’unique valeur propre de Frobenius agissant sur la fibre
spéciale de Ly 7,5 est égale a (—1)"m=r2/5 o

mZ,/Z/S = Z dln’l,{(z) (OZS,Z)a

la somme portant sur les point fermés z de Zs qui sont inertes dans Z..

Démonstration. Comme S est hensélien, Z est somme disjointe des ses
localisés en les points fermés de Z;. On peut donc supposer qu’il n’y a qu'un
seul point fermé z dans Z,.

Si ce point est décomposé dans Z., le revétement étale Z’' de Z est trivial
et alors Ly /z =7Zz et Ly z7/s = ZLg, d’ou I'assertion dans ce cas.

Si au contraire z est inerte dans Z., notons K, Kz et Kz les corps des
fonctions de S, Z et Z', et notons kyz et kz les corps résiduels de Z et Z’.
Fixons une cloture séparable K de K et notons k le corps résiduel du normalisé
de S dans K. On a un épimorphisme de groupes pro-finis Gal(K/K) —»
Gal(k/k) et un carré cartésien de Gal(K /K )-ensembles

HOIHK(KZ/,F) —— Homk(kzl, k)

| |

HOmK(Kz, K) —— Homk(k‘z, k‘)

ou toutes les fleches sont surjectives et ou les fibres des fleches verticales ont
toutes 2 éléments et celles des fleches horizontales ont toutes m = myz 7/
éléments.

Soit ¢ € Gal(K/K) un relevement arbitraire de I’élément de Frobenius de
Froby € Gal(k/k). 1l s’agit de vérifier que ¢ agit par multiplication par (—1)™
sur

2r r
(/\ ZHomK(Kz,,?)) ® (/\ ZHomK(KZ,f))(X)—Q

ou ce qui revient au méme, que le déterminant de ’action de ¢ sur ZHomx (Kz/,K)

est (—1)™.
Une fois fixé un point base ¢, € Homy(kz:, k), on a

Homy (kz:, k) = {1,155 th_1}
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et

Homy(kz,k) = {to = tryt1 = trg1, -+, br—1 = t2r—1}
ou ), = Frob} ou), et v, = ¢),|kz pour n = 1,...,2r — 1. Par suite on a

HOHIK<KZ7F) = AO HAl II--- HAT_l

ou A, est la fibre de Homg(Kz, K) — Homg(kz, k) en iy, et ¢ induit des
isomorphismes

Ao;A1L>'”L>Ar—1L>Ao.

Si on note ® le composé de ces isomorphismes, on peut donc identifier
ZHomx (K2.K) muni de Paction de ¢ & (ZA40)10L7=1} muni de ’automorphisme

(o, 21,..., p—1) = (P(2-1), 20, .., Tr_2).

De méme, on peut identifier ZHomx(Kz.K)

(2A0){0:1-2r=1} muni de I"automorphisme

muni de laction de ¢ a

(20,21, - - -, Tor_1) > (D% (T2r_1), T, - - -, Tor_2).

Le (signe du) déterminant de ce dernier automorphisme ne dépend pas
de ®, de sorte qu’on est ramené au cas ou ® est l'identité. Dans ce cas,
le déterminant est égal a la signature de la permutation circulaire de
{0,1,...,2r —1} a la puissance le nombre d’éléments Aj, c’est-a-dire a
(=)Er=hym = (=1)™. O

3.5. Le tore T sur l'ouvert ou Y1 et Yo se coupent transversalement. Le

Sy-schéma en groupes
T = h,,*vazé
et le noyau
* __(_\—1
T = (B, \G, z)” =

sont des Sy-tores de rang 2r et r respectivement qui contiennent (en général
strictement) les Sy-tores T} et T}.

Si Yéu — Sy est la restriction a Sy de la courbe spectrale universelle, on a
un homomorphisme canonique de S;-schémas en groupes

T — PiCYS/n/Sh

qui peut se construire comme un homomorphisme de co-bord d’une suite ex-
acte longue de cohomologie et qui se décrit concretement de la fagon suivante:
pour tout point b de Sy on construit un fibré en droites sur Y} en recollant
les fibrés triviaux OY{,b et OYz’,b a l'aide d’une fonction de recollement dans
T,=H oz, (’)Z). L’homomorphisme précédent induit un homomorphisme de
Sy-schémas en groupes

®—1

T — Ps, = (Picy ss,)"
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et donc une action de 7 sur la restriction Mg, de M a Sj. Le lieu des points
fixes pour cette derniére action est le fermé Ng, C Mg, induit par le fermé N
de M.

Sur Zé x5, Ng, on a un fibré en droites muni d’une structure unitaire
&2 = (E12,E12 — T (E12)® )
dont la fibre en (2/, (Fi,t1), (F2,t2)) est (Fi» ® .7:5?;1, L,y ® L%;l) ou

e @135 Pl @ F5L = Frlin ® Far(ey = (Fire) @ Fy o)

a,T(2’
mais comme b est dans Sy, Y, est étale sur x(b) ®; X' en le point 2’ et la
droite wy /.p)@, X7 r(z) €St canoniquement trivialisée.

A priori Lo, . est un isomorphisme entre F, ./ et Fo-l ) O WYL /rB)@iX (=)

La donnée du fibré en droites 1o sur Zé x s, Ns, équivaut a celle d'un

T-torseur sur Ns,. Par suite, la donnée de &2 équivaut a la donnée d’un
T-torseur sur Ng,, torseur que I’on note dans la suite encore par &2 (voir la
section 6 de [La-Ra] pour un autre point de vue sur ce torseur).

Sur l'ouvert Sy C S nous avons aussi un morphisme injectif naturel de
systemes locaux en Z-modules libres

Lz z,/s, — Symz,, (X™(T))

ol Lz)z,s, est la restriction a l'ouvert Sy C S du systeme local Lz 7/
construit dans la section (3.4).

En effet, soit a : Sy — Sy un revétement fini étale qui déploie totalement
hy : Zy — Sy et h/h t Zy — Sy, de sorte que, aprés changement de base par
Sy,1 — Sy, on ait les revétements triviaux

Mors, (Sy.1,Z] Morsg, (Sy,1,2
Shvl Xsh Zé = Sb’lo Sh( i, b) N Sml Xsh Zn _ Su’lo Sh( g, h) N Sh71
et les tores déployés
s M S 1,Z/
Spr x5, T = Gy Ser )

m,Su,1

et
1\/[01‘5;h (Sn\l,Zé)

m,Sy 1

1\/[01‘5h (Su,l,Zn)

- szshJ )

Sy1 x5, T = Ker(G

olt ’homomorphisme norme est donné par (2y)y — ([Lrop—yp Te')e-

Pour chaque ¢' € Morg, (Sy 1, Zé) on note alors

Mors, (Ss.1,2})
Xo' t Sh1 x5, T C Gmﬁii " Gy, -

la projection canonique sur la composante d’indice ¢’ et on voit x, comme
une section globale de X™*(Sy 1 xg, 7).

Choisissons arbitrairement un type «CM», c’est-a-dire un ordre (¢’_, ¢',)
dans la fibre de Morg, (Sy,1, Z;) — Morsg, (Sy,1, Zy) en chaque ¢ € Morg, (5,1, Zy),
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) : 5Lt
de sorte que 'homomorphisme norme s’écrit encore (zy)y — (Tyr Ty, )y €t
que X, = —Xg, - Alors, on peut former le produit

11 Xy, € HO(Su,bSym%sm (X*(Sp1 x5, 7))
4,061\/[01‘5n (ShJ?Zh)

LEMME 3.5.1. [l existe un unique morphisme injectif de systemes locauz
sur Sy

ng/zh/sh — Symésu (X*(T))
dont la restriction a Sy est I'injection

Ls,, — Symz, (X"(Sp1 x5, T))

qui envoie la section globale 1 sur la section globale H@GMorsh (So1,25) X', -

Démonstration. Comme x, = —Xy,» le produit HweMorsh (So1,70) X'y
ne dépend pas, au signe pres, du type CM choisi. De plus, le co-cycle de
descente de ce produit est exactement le méme que celui du faisceau constant
X*(Sy1 x5, T) = a*X*(7T) en le systeme local X*(7), d’ot1 le lemme. O

3.6. Le théoreme géométrique sur I’ouvert Sy. Sur I'ouvert Sy de S on a
le triangle commutatif de morphismes de champs algébriques

e

ou I'image de I'immersion fermée horizontale est le lieu des points fixes sous
l'action du sous-Sy-tore T, C 7 et donc aussi du tore 7 puisque ce dernier agit
trivialement sur N, .

Le 7-torseur &£19 sur NSn de la section précédente induit un 7 -torseur
[£12/T] sur le champ algébrique [Ns,/7]. Ici on a pris le quotient [E12/7]
pour laction de 7 sur &5 de la structure de torseur, alors qu’on a pris le
quotient [Ng, /7] pour P'action triviale de 7.

Si x est une section de X*(7') sur un ouvert étale U — S de Sy, on peut
pousser le Ty-torseur [£12/7 |y par x et prendre la premiere classe de Chern
du fibré en droites x([€12/Tv) sur [Ns, /Ty = [Ny /Ty] ainsi obtenu. Bien
entendu, on a noté (—)y le changement de base par le morphisme U — Sj. On
voit cette classe de Chern comme un morphisme de complexes f-adiques

c1(x(E12/Tv)) : Qv /7] — ey /71 [21(1)

sur [Ny/7Ty]. Cette classe de Chern induit par image directe sur U un mor-
phisme de complexes f-adiques

gUU*@z — g 7. Qe[2](1)
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sur U, ot gy : Ny = U xg, N5, — U est la projection canonique et ou
ggU : [Nu/Ty] — U est le morphisme structural. Ce morphisme de complexes
induit & son tour un morphisme de faisceaux pervers f-adiques gradués

P rH (9050 — EPH 2 (95Q0)(1)

sur U.
On a défini ainsi un morphisme de faisceaux pervers f-adiques gradués

€12 X*(T) ®Z5h @pHn(ggh,*Qf) - @pHn+2(g§,*Qf)(1)

n n

sur Sp, ol gg:h : Ns,/T] — Sy est le morphisme structural. En itérant r fois le
morphisme e15 on obtient un morphisme de faisceaux pervers f-adiques gradués

el : Sym” (X*(T)) @z, P PH" (95, .Q0) — EDPH™ " (g3, .Q0)(r),
n n
sur Sy, et aussi un morphisme de faisceaux pervers f-adiques gradués

el : Sym"(X*(T)) @z, D H" (98, .Qo)s — @ PH" " (93, . Q) (r),

n n

sur Sy pour chaque caractere x de (Z/27Z)>.
On a le sous-systeme local de rang 1

Lzz,s, C Sym"(X*(T))

construit dans la section précédente.

LEMME 3.6.1. Les restrictions

LZQ/ZH/SH (gzstq @pHn(gg’;,*Qf) - @pHﬂ+2r(g£7*Q€)(T)

et
Lyyz,/5. ®2s, D PH" (9, 2 Q0) — @D PH 7 (93, .Qu)u(r)

n n

a Lz 7,5, — Sym"(X*(T)) des morphismes e}, ci-dessus sont injectives.

Compte tenu de ce lemme on peut identifier et on identifiera les images
de ces morphismes avec leurs sources.

Démonstration. 11 suffit de démontrer l'injectivité de la premiere fleche
apres le changement de base par le revétement fini étale a : Sy1 — Sy, qui
déploie totalement hy : Zy — S, et h/h : Zh/ — Sy, considéré dans la construc-
tion de la fleche Lz yz.s, C Sym"(X*(7)), construction dont on reprend les
notations.

Appelons type CM et notons ¢ — ¢/, une section du morphisme 2 vers 1

Morg, (S.1, Zé) — Morg, (Sy.1, Zp)-
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Le changement de base ci-dessus déploie aussi le tore 7 et le choix du type

) . « Morg, (Sy1,Z
CM permet d’identifier 7g, , a Gm(g:i( w %)
Nsh, on a donc

ny Tsga n
@pH (gsh=h117*Q€) = (@pH (gShJ,*QE))[(t@;)WGMorsh(Shyl,Zh)]

. Comme 7 agit trivialement sur

ol ty, est la classe de Chern du fibré en droites sur le classifiant [Sy1/7g, ,]
obtenu en poussant le 7g, ,-torseur universel par le caractere X, -

Notons x, (£12) le fibré en droites sur N, , obtenu en poussant la restric-

tion a NSu,l du 7 -torseur 5~12 par le caractere Xy, €t notons simplement
¢, D PH (gs,, Q) = EDPH" (g, ,+Qe)(1)
n n

la fleche induite par sa premiere classe de Chern

c1(xg, (612)) : Qo , — Qe , [21(1).

Il s’agit alors de démontrer que la fleche de degré 2r

11 (ty, +cp,): (@ pH"(gsh,l,*Qe» [(te ) peMors, (S,.1,24)]

pEMors, (S5,1,%y)

— (@ pHn(gSh,l,*Qé)) [(t@; )<pEMorsh (Su,l,Zu)] (r)

n

est injective (voir le lemme A.2.1), ce qui est évident. O

Notre résultat principal concernant la cohomologie équivariante de Mg
au-dessus de I'ouvert S, de S est alors le suivant:

THEOREME 3.6.2.  Pour chacun des deuz caractéres endoscopiques k :
72 — {41}, I'application de restriction

P rH(13,.Q)x — EPPH (95, .Q0)x

est injective et son image est précisément le sous-Qu[X*(7T)(—1)]-module en
faisceaux pervers gradués sur S

Lz;/2.75, @z, D PH" (98, .Q)n(—1) € D PH" (97, .Q0)x-

n n

Démonstration. Pour chaque entier n, PH"(fs, «Q¢)x est potentiellement
pur de poids n d’apres le corollaire 3.2.4. L’injectivité de la fleche de restriction
est donc une conséquence du corollaire A.1.3.

Le reste de la démonstration du théoreme fait ’objet des deux paragraphes
qui suivent. O
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COROLLAIRE 3.6.3. Pour chacun des deux caracteres endoscopiques
k1 Z2 — {£1} il existe un isomorphisme de faisceauzr pervers gradués sur Sy

@pH"(fngg),{ — Lyg;/2,5, 15, @pH"_zr(gsh,*Qz)n(—T)-

n n

Démonstration. D’apres le théoreme on a un isomorphisme de
Q¢[X™*(7)(—1)]-modules en faisceaux pervers gradués sur S:

PrH (£3,.Q0)w = Lzyz,s, @zs, BDPH" ™ (95, ,Qe)w(—7).

De plus, compte tenu de la pureté I'isomorphisme canonique

[5,+Qes, = Qe ®£3@z fiv*QZ

induit une suite spectrale dont la partie £ dégénere en un isomorphisme
B PH" (f5,+Q0)n = Qu.s, D, x- (1)~ 1)) D "H(f3, Qo).
n n
De méme, il existe un isomorphisme
B PH" (95,+Qe)w = Qr 5, R, x-(7)(-1)) D PH" (93, Qo)
n n

d’ou le corollaire. O

3.7. Une construction a la Altman et Kleiman. Nous aurons besoin d’une
construction inspirée des espaces de modules de présentations d’Altman et
Kleiman (cf. [Al-KI 2]).

Notons
T

Sp1 C Zy x5, Zy o X5, Zy

le sous-schéma ouvert et fermé du produit fibré formé des z = (21, ..., 2,) tels
que z; # zj pour tous ¢ # j. C’est un Sy-schéma fini étale de degré r! qui, par
changement de base, déploie completement le revétement fini étale Zy, — Sj.
Pour tout point géométrique z = (21,...,2,) de Sy d’image b dans S,
et tout ¢ = 0,1,...,7, on considere la courbe Yzm déduite de Y} en normal-
isant cette courbe en les points z;41,...,2, € Z = Y1, N Y. On a donc
Yé[o] =Y, Yo et ng =Y}, et pour chaque ¢ = 0,1,...,r, la courbe ng
[i+1]

est une normalisation partielle de Y

qui a pour composantes Y7 et Yoy,
composantes dont l'intersection est réduite & {z1,...,2;} et qui se coupent
transversalement en ces points.

Yip 1l Yoy = Y v - ——yl oy,

Sh.1.-
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On a aussi le revétement étale double
yz’[i] = X' xy yz[ﬂ _ ZM_

Pour i fixé et z variable, les courbes Yé[i] et leurs revétements étales doubles
ci-dessus se mettent naturellement en famille sur Sy ;. On peut donc former
le Sy 1-champ algébrique Ml dont les points géométriques sont les triplets
(z, F [i],b[i]) ol z est un point géométrique de Syq, F lil est un module sans
torsion de rang 1 sur Yél i et (i Fl 22, 7 (FUY est une structure unitaire.

On a M = S xs, N, et Ml = Sy1 X5, Mg, et on a des immersions
fermées de Sy 1-champs algébriques

[0] ]

M2 A i

. "

MO g1

induites par les foncteurs d’image directe pour les normalisations partielles

Y;] — Y;H]. Le composé de ces immersions fermées n’est autre que le change-

ment de base par Sy — Sy C S de 'immersion fermée Ng — Mg considérée
précédemment.

Bien str, pour chaque ¢ = 0,1,...,r on peut définir pareillement le

Sy 1-schéma en groupes Pl des modules inversibles unitaires sur la famille

des Yél [ et on a une action par produit tensoriel de Pl sur M. On a des

homomorphismes
plrl ... plil _ pl]
et, compte tenu de ces homomorphismes, pour chaque ¢ = 0,1,...,r — 1,
I'immersion fermée il ci-dessus est Plit1l-équivariante.
Le Sy 1-tore Tl .= Sy1 X5, T se décompose naturellement en un produit

TV =T x5, o+ xs,, Tr,

ot 7; est le noyau de 'homomorphisme Pl — Pl=1l et est le changement de
base par la i-eme projection Sy ; — Z, du tore

(M4 Gn,z)™ =)
ou 7 désigne ici le morphisme naturel Zh’ — Zy.

Notons
T

Sé71 C Zé X8, Zh, Xg, Zh,
le sous-schéma ouvert et fermé du produit fibré formé des 2’ = (7], ..., z.) dont
Iimage 2z dans Zy x5, Z, - - X g, Zy est dans Sy 1. C’est un revétement fini étale
de Sy de degré 2".
Pour chaque i = 0,1,...,r — 1, considérons le Sé’l—champ algébrique
M+ Jes
(g/’ (f[z]’ L[i]), (6 G — f[i,i—l—l]))
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1) 2’ est un point de SEJ’ d’image z dans Sy et d’image b dans Sy,
2) le couple (2, (FU,.1)) est un point de MU,

3) € est une modification élémentaire inférieure en z;,; de F i1 cest-a-
dire d’'un homomorphisme injectif de Oy i+1-modules

e:g — Flii+]
ol:
— Flii+1] L[i,iJrl]) est I'image directe par le morphisme de normalisa-
tion partielle Yélm — Yél[”” de (FU, lily,
— G est un module sans torsion de rang 1 sur Ygl [iH],

— Coker(e) est de longueur 1 et a support dans {zj,;}.

L’oubli de € est une fibration en droites projectives
p Lt p T Si1 Xs,, Ml

donc on a deux sections
Ugi]’o,g] : Stll,l XS, , Ml A i)

définies comme suit: soient a € {1,2} et (2, (F, 1)) un point de Sh1 X8y,
MU on définit la modification inférieure élémentaire

€a Ga — ]:[i’i—H]
[

qui intervient dans Ula] (2, (FU 4L} en prenant Pimage directe par la normal-

isation partielle Yél b Yél 1 4e 1a modification élémentaire
Fi(-leiral) = 7Y

ol z{, , est l'unique point lisse de Yolb au-dessus du point double z;_ ; de

E/Z/[Prl} )

On définit un morphisme de Sé71—champs algébriques
p’[i,z‘ﬂ} M 55,1 XS, M+

en envoyant (2, (FUl iy e: G f[i’iJrl]) sur (2, FU 1y ou A+ est
la somme amalgamée de la modification inférieure & : G < Fl+1l en 2/ 41 etde
la modification supérieure (7*eV) o b1 s Flitll s 74GV en (20, ) # 21,4,
et o1 11 est la structure unitaire évidente.

Le lemme suivant est une variante du théoreme 18 de [Al-KI 2] et on
renvoie a cette référence pour les détails de sa démonstration.
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LEMME 3.7.1.  Le morphisme p'loi+1 . p/li+1] Sé 1 XS, MU et
un pincement de M’ identifiant les deux sections
ot ol 8p1 sy, MU — Al

de p' 1] Plus précisément,

— 1] st fing,

— Dimage réciproque par p' Y de image de I'immersion fermée Sé 1 X844
ilil . SiaXS,, Ml — Sia %8y, MU est la réunion des images des deux

sections ng’] et ag},

are . . . .
- p [ii+1] est un isomorphisme en dehors des images de ces deux sections,

— il existe deux sections globales h[li] et h[;] du Sél—schéma en groupes
Sé 1 X8y1 P induisant des automorphismes de Sé 1 XSy1 MU notés aussi

h[lﬂ et h[;], tels que le carré

Ll
Sp1 XSua MO T2 oy lii]

hg]l lp’[i,wll

Sé 1 Xsn i MMCT> SE 1 Xsh 1 M[H_l]
bl ’ 7,1 bl ’

soit commutatif pour a =1, 2.

Démonstration. Pour oo = 1, 2, on a une structure unitaire évidente induite
par ¢! sur le module sans torsion de rang 1, F (I7(#41.0)] = [#{41.0]), structure
que l'on note L[i]([T(Z;+1 o) = [Zi41.4]). Avec cette notation on a

plottlo oll(2, 7l )
= (2, 029 = Y (PO (el o) = [ n.0]) 40 (2 )= ) )
pour @ = 1,2 et

iz, Fl by = (2, (vl yé’[i+1})*(]:[i}’L[i]))

. Z . . / / / .
de sorte que la section A qui envoie 2’ sur OYi’[i]([T(ZZ' +1.0)] = [2i41,0)) muni
de sa structure unitaire évidente, répond a la question. O

Par dualité et fonctorialité on a une modification élémentaire supérieure
/
en 7(z;,1)
(7Y o Jittll . Fliitl] o oGV,
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Si on note (par abus) [2z;,,] le diviseur de Cartier sur Yél ) in uit par la
fibre de Yél L N k(b) ®, X' passant par le point z] 41, dans un voisinage
suffisamment petit de 2{,; (on veut éviter les autres zj et 7(2}) qui pourrait
étre sur cette fibre), le Oy ri41-Module inversible Oy v (—[22{,]) est un idéal
de co-longueur 2 de OYZ’““] et le morphisme canonique

(6" 80, 00y Oy (<) = 76" B0,

z

_ . xnV
fi+1] OYZ'““] =7g

se factorise en une modification élémentaire inférieure en 7(z;, ;)
T.OT — %V / [2,441]
e GT=7(G" B0 iy Oyt (=[2201]) = F

suivi de (7*¢V) o o[t+1,

On munit M 1 de 1a données de descente, relativement & Sé,l — S 1,
qui est définie par I'involution 7 envoyant (2/, F i, e.Gg—F W*‘”) sur

(7(2), FU .l 7. g7 ey Fliatl]y,

Remarquons que les sections agﬂ et O'g] ci-dessus sont échangées par cette in-
volution.

On a donc un Sy 1-champ algébrique MU dont le changement de base
par Sy, — Sy est M) et un morphisme d’oubli

p[i,i—H] :M[i,i+1] *)M[Z]

qui est une fibration en droites projectives «torduesy. Les points géométriques
de MU= +1 sont les uplets

(Z,f[i], L[i],éj . gl SN f[i7i+1],€// . g// SN f‘[i,i-‘rl})

formés d’un point géométrique z de Sy d’image b dans Sy, de (F [ 4l comme
ci-dessus et de deux modifications élémentaires inférieures ¢’ et &” en 2 ; et
zj'y1 respectivement, ot {zj,, 2/} est la fibre de Zj — Z; en z;41, modifica-
tions qui vérifient la compatibilité

6/7 _ L[z‘,i+1] oe.
Le morphisme p/[i’”l] se descend un morphisme de Sy;-champs
algébriques
p[i,iJrl] Ml Al

3.8. Preuve du théoreme sur I’ouvert S,. Pour terminer la démonstration
du théoreme 3.6.2, il suffit de le faire apres avoir remplacé Sy par un revétement
fini étale.
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On peut donc se placer sur Sy ; et utiliser la construction a la Altman et
Kleiman de la section précédente

Mlisi+]

£l
S

p
Ml Mlit+1]

h?l

ot on a noté f[ la projection canonique de M sur Sh1-
On vérifie que

LZéXshSuJ/ZthhSu,l/Su,l = Ll ®Su,1 L2 ®Sh,1 e ®Sh,1 Lr

ou L; C X*(7;) est I'image réciproque par la i-eme projection Sy — Z,; de
LZé/Zh/Zh' On note

Ll — Ly ®s, Ly ®s8,, " O, , L; C Sym%sh 1 (X*(T[i]))_

ot T =73 x5, T5 x5, -+ xs,, T;.

On montre alors par récurrence sur ¢ = 0,1,...,7 que, pour chacun des
deux caracteres endoscopiques s : Z2 — {41}, la fleche de restriction le long
de Pimmersion fermée =1 o ... [t o 30 . A1) s AqlE)

Prr (I Qe — P rH NI Qe
n n
est injective et que son image est précisément le sous-Qg[X*(71)(—1)]-module
en faisceaux pervers gradués sur S:
; 9 Tl . Tl
L &g, EPHH (T Q)w(—i) € P PH((FHT Qo).
n n

Le cran ¢ = 0 de la récurrence étant tautologique, il suffit de déduire le
cran ¢ du cran i — 1. Apres le changement de base Sé 1 — Sy le diagramme
de champs ci-dessus devient un diagramme

M li=14]
py «”
M= Ml
S

ou p/[i_“] est maintenant un fibré en droites projectives non tordues munies
. i—1 i—1] .« . Lo
de deux sections O'EZ Vet ag ], ou Sé’l X5, T = vagé)l agit par homothéties
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en fixant ces deux sections et ol p,[i_lvi] est un pincement Gm,Sé _-équivariant
de ce fibré projectif le long de ces deux sections. On se retrouve en fait dans
une situation du type de celle considérée dans la section (A.2).

Il résulte donc de la proposition A.2.5 que la fleche de restriction le long
de I'immersion fermée i =1 : M1 A4l

P rH (D). Qo) — D PR ) Qo)
= (@rH ()@ ) 1

est injective et que son image est précisément le sous-Qy[t;]-module en faisceaux
pervers gradués sur S

(ti + ) (D PH (). @u)e ) 1] © (D PH (1)) ) 11

ou ¢; est la classe de Chern, notée cg dans (A.2), du fibré vectoriel définissant

i-14]

le fibré projectif p On rappelle que 'on a un isomorphisme canonique

P =P erFl ) =P(F] o )P @)

z; Zit1,1 Zit1,2

Par descente de Sh 1 a Sy1 on en déduit que la fleche de restriction le long de

limmersion fermée i1 : MU= s Al
().~ (TR0,

est injective et que son image est précisément le sous-Qy[X*(7;)(—1)]-module
en faisceaux pervers gradués sur S

L; ®zs, | Prr2 T ) C @pH" FEINZQy) ..
n
On conclut enfin la récurrence et donc la preuve du théoreme 3.6.2 par
une formule de Kiinneth.

3.9. L’argument de déformation. Résumons la situation. Au-dessus de
I'hensélisé S de A en le point a € Ag(k), on a deux morphismes propres
fs: Mg — Setgs: Ng— S.

Comme Ny est formellement lisse sur k, chaque faisceau de cohomologie
perverse PH"(gs Q) est potentiellement pur de poids n et il en est de méme
de sa partie k, PH"(gs.+Qr)x, pour n’importe quel caractere r de (Z/2Z)2.
En particulier, les faisceaux pervers PH"(gs.Qy) et PH"(gs+Qy), sur S sont
géométriquement semi-simples.

On a de plus I'action du groupe discret Z? sur Mg pour laquelle I’action
induite de Z? sur chaque faisceau de cohomologie perverse PH™( fs.+Qp) se
factorise & travers le quotient Z? — (Z/27Z)%. Bien que Mg ne soit pas
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formellement lisse sur k, on sait que, pour chacun des deux caracteres endo-
scopiques k de (Z/27)? et chaque entier n la partie s-isotypique PH™(fs.Qy)s
de PH"(fs+Qp) est potentiellement pure de poids n. En particulier, cette partie
k-isotypique est un faisceau pervers géométriquement semi-simple.

On a enfin une action du S-tore T sur Mg qui commute & I'action de Z?
et dont le lieu des points fixes est le fermé image de Ng dans Mg. On peut
donc considérer les faisceaux pervers gradués de cohomologie T-équivariante

D PH(5,Q0) et PPH (95.Q0)

n
et leur parties k-isotypiques

B rH"(1.Q0)x et P PH" (5. Q0)x

n

pour n’importe quel caractere s de (Z/27Z)%. Ce sont des faisceaux en modules
gradués sur le faisceau en Qg-algebres graduées Q[ X*(7")(—1)] = Sym(X*(T)

Rz Qg’s(—l)) sur S.
Fixons un caractere endoscopique x de (Z/27)%. Comme T agit triviale-

ment sur Ng, on a

N = P PH" (95, Q0)n = QX (T)(~1)] ®q, . D PH (95.Q0)w

n

et, tout comme @, PH"(95,+Qr)s, N est un faisceau pervers gradué géométrique-
ment semi-simple.
La pureté des PH"(fs.+Qy), implique que la fleche de restriction

M = PPH"(f§.Q0)x — P PH"(95.Q0)x = N
n n
est injective, que tout comme @, PH"(fs+Qr)r, M est un faisceau pervers

gradué géométriquement semi-simple, et que

@pHn(fS,*@z)n = Q¢ ®q,[x+(1)(-1)) M.

n

ProroSITION 3.9.1.  Pour tout point géométriqgue b de S il existe un
trait strictement hensélien V de point fermé v et de point générique n et un
morphisme de schémas ¢ : V — S tel que

— p(v) =betp(n) eSS CS,

— @*N est a cohomologie ordinaire constante.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.9.1.
U
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COROLLAIRE 3.9.2. S5ij: Sy S est ["inclusion, on a
M = ji,j*M et N = ji,j*N
et ausst

pHn(fS,*Qf)n = ]'*]* pHn(fS,*Qé)li et pHn(gS,*@Z)n = ]'*]* pHn(gS,*QZ)n

quel que soit I’entier n.

Démonstration. Comme M (resp. N) est pervers la fleche d’oubli des
supports PHO(jii* M) — PHO(j.5*M) (resp. PHO(jij*N) — PHO(j.j*N)) se
factorise en

PHO(jij* M) — M — PHO(j,5*M) (resp. PH(j15*N) — N — PHC(j.j*N))

et il s’agit donc de démontrer que les fleches de faisceaux pervers PHO(5i5* M) —
M et PHO(ji5*N) — N sont surjectives et que les fleches de faisceaux pervers
M — PHO(j,5*M) et N — PHO(j,5*N) sont injectives. Le probleme est de
nature géométrique et on peut donc remplacer S par son hensélisé strict, ou ce
qui revient au méme supposer que M et N qui sont a priori géométriquement
semi-simples, sont en fait semi-simples.

Pour tout Qy-faisceau pervers irréductible K sur S dont le support ren-
contre I'ouvert Sy, on a bien sir K = j,j*K. Il s’agit donc de démontrer que
N, et donc a fortiori M, n’a pas de sous-objet simple K dont le support dans
S ne rencontre pas Sy.

Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un tel K. Soit b un
point géométrique de S tel que la fibre de K en b soit non nulle. Prenons
alors un morphisme ¢ : V. — § comme dans la proposition. Alors, ¢p*K est
un facteur direct de "N et est donc & cohomologie ordinaire constante. Par
suite le support de K rencontre Sy, d’oti une contradiction. |

Rassemblant les résultats de ce corollaire et ceux obtenus sur I'ouvert Sy,
on obtient finalement

THEOREME 3.9.3.  Pour  : (Z/27)* — {£1} endoscopique on a un
isomorphisme de faisceaux pervers gradués sur S

P PH" (f5.4Q0)n — Lz /z/5 @zs D PH ™ (954Q0) (7). O

n n

3.10. Comptage de points rationnels et le théoréme global. Pour k :
(Z/27,)* — {+1} endoscopique on vient de terminer la construction d'un iso-
morphisme de faisceaux pervers gradués sur S:

(*) @pHn(fS,*@Z)ﬁ — LZ//Z/S ®Zs @PH”_QT(Q&*QZ)K(—T)
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Nous allons maintenant déduire une conséquence numérique de cet iso-
morphisme.

Soit § le point géométrique de S, localisé au point fermé s de .S défini par
une cloture algébrique k de k = F, = £(s). On note comme d’habitude Frobg
I’endomorphisme de Frobenius géométrique en s.

LEMME 3.10.1. On a les deux égalités

> (=)™ Te(Froby, H™((PH" (f5.Q0)x)s))

m,n

Z " Tr(Frobs, H" (M3, Qp)x)

n

et

> (=1 Tr(Frobs, H™((PH" (95,Qe)n)s))

m,n

— Z " Tr(Frobg, H™ (N5, Q¢) ).

Démonstration. Considérons la catégorie abélienne A des QQg-espaces vec-
toriels de dimension finie munis d'une action continue de Gal(k/k) et d'une
action de Z? qui commute & l'action de Gal(k/k) et dont la restriction & 272
est unipotente. Considérons aussi la catégorie abélienne 4% des Q-espaces
vectoriels de dimension finie munis d'une action continue de Gal(k/k) et d'une
action de (Z/27Z)? qui commute & l'action de Gal(k/k). La fleche

Ko(A®) — Ko(A)

induite par I'inclusion de A% dans A est un isomorphisme.
Pour tout caractere & : (Z/2Z)? — {£1} C Q; et tout objet V de A on
définit
Tr}? (Frobg, V) € Qg
comme suit: V définit un élément [V] de Ko(A) donc un élément [V]* de
Ko(A%) et on pose

Tr}? (Froby, V') = Tr.(Frobyg, [V]®).

L’objet C = fs5.Q de la catégorie dérivée des complexes bornés de
faisceaux f-adiques sur S, est muni d’une action du groupe Z? telle que le
sous-groupe 2Z* C Z?* agit trivialement sur @@, PH"(C). En considérant les
tronqués successifs de C' pour la t-structure intermédiaire, on voit que 272 agit
de maniere unipotente sur C.

La fibre C5 de C' en s définit un élément

[Cs] := ) (—1)"[H"(C5)] € Ko(A)

n
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qui est égal a

[Cs] = (=1)"[H" (M5, Q)]

n

d’apres le théoreme de changement de base pour un morphisme propre. De
meéme la fibre (PH™(C))s en 5 de chaque faisceau de cohomologie perverse
PH"™(C') définit un élément

[(CH™M(C))s] = D (1" H™(*H™(C))s)] € Ko(A).

m

Maintenant, on a 1’égalité

(Cs] = > (=1)"[(°H"(C))d]

dans Ko(A), d’ou I'égalité
D EDMCHMO)S) = D (- [H" (M, Qo)
toujours dans Ky(.A), et par conséquent 1’égalité
> (1" T (Frobg, (PH(C))s) = > (=1)" Te3?(Froby, H" (Ms, Q)

dans Qy. On a en fait deux éléments virtuels de A% qui, comme objets de A,
ont la méme classe dans Ko(A). IIs ont donc la méme classe dans Kq(A%).

Enfin, puisque 2Z? agit trivialement aussi bien sur les faisceaux pervers
PH™(C) que sur les groupes de cohomologie ordinaires H™ (Mg, Qy), et puisque
(7,/27,)? est un groupe fini, de sorte que I'on a

H™((PH"(C)x)s) = H™((PH"(C))s)x,
on obtient la premiere égalité cherchée

> (=)™ Tr(Frobg, H™ (PH™(C)x)s) = »_(—1)" Tr(Frobg, H™ (M, Qp)x).
La deuxieme égalité se démontre de fagon identique. O

Compte tenu de ce lemme, on déduit de I'isomorphisme (x) la proposition
suivante.

PROPOSITION 3.10.2.  Pour r : (Z/27)*> — {£1} endoscopique on a
[’égalité

> (=1)" Tr(Frob,, H™(Ms, Q;)x)

n

= (1) g Y (1) T(Frobe, H™ (Mo, Q1))

ol my 75 est 'entier de la section (3.4).



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES GROUPES UNITAIRES 533

Nous allons maintenant récrire cette égalité a l’aide de la formule des
points fixes de la section (A.3), ou plutdt sa variante champétre appliquée
aux k-champs M, muni de 'action du k-champ de Picard P,, et A, muni de
l’action du k-champ de Picard Py .

Comme dorénavant nous ne considérons plus d’autres fibres des mor-
phismes M — A et N' — Ay que celles en a, on peut alléger les notations
en supprimant l'indice a. On a donc une courbe spectrale Y C 3, notée
précédemment Y,, réunion de composantes géométriquement irréductibles Y;
et Y. On a de plus le revétement double étale 7y : Y/ = X' xx Y — Y de
composantes (géométriquement) irréductibles les Y, = X’ x x Y, pour a = 1, 2.

La catégorie M (k) a pour objets les couples (F,:x) out F est un Oroyr~
module cohérent sans torsion de rang 1 et ol 1 : 75F — F est une structure
unitaire sur F, les morphismes étant les isomorphismes de Or, -,-modules qui
respectent les structures unitaires. La catégorie de Picard P(k) a pour objet
les couples (G,tg) ot maintenant G est un Ofg y,-module inversible et ol
L 7*G — G®71 est une structure unitaire sur G, et P(k) agit sur M(k) par
produit tensoriel.

La catégorie N (k) est quant & elle la sous-catégorie pleine de M (k) dont les
objets sont les couples (F, tx) qui sont décomposés relativement au découpage
k®pY' =k®,Y{Uk®; Y. On a donc

N (k) = My (k) x Ma(k)

ot la catégorie M, (k) est définie comme M (k) mais apres avoir remplacé Y’
par Y. Si on pose Q = Pp, pour alléger les notations, la catégorie de Picard

Q(k) = P1(k) x Pa(k) ou P,(k) est la catégorie de Picard définie comme P(k)
mais apres avoir remplacé Y’ par Y, agit sur NV'(k) par produit tensoriel.

Le point a de Ay (k) étant choisi comme en (3.1), on sait d’apres le lemme
2.8.2, que mo(P) est le k-schéma en groupes constant de valeur le groupe fini
(Z/27)%. On a de plus la suite exacte

0 — Pk) — P(k) — (Z/27)* — 0.
Remplagant successivement Y’ par Y7 et par Y5, on voit que
m0(Q) (k) = mo(P1)(k) x mo(P2)(k) = (Z/2Z)*
et que 'on a aussi la suite exacte
0 — Q°(k) — Q(k) — m0(Q)(k) — 0.

La catégorie quotient [M/P](k) a pour objets les (F,.r) € ob M(k) et
pour fleches de (F,1z) vers un autre objet (F',tz) de [M/P](k), les classes
d’isomorphie d’objets (G, tg) de P(k) tels que (G R0, v TG @ LF) soit iso-

morphe & (F', 1) dans M(k). On a un foncteur de Frobenius naturel

Froby : [M/P](k) — [M/P](k)
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a l'aide duquel on peut retrouver la catégorie [M/P](k) comme dans la sec-
tion (A.3). Comme dans loc. cit. on note [M/P](k); 'ensemble des classes
d’isomorphie des objets de [M/P](k) et on définit une application

cly 1 [M/P(k)y — mo(P) = (Z/2L)*.
La catégorie quotient [A'/Q](k) est le produit de catégories
N/QI(k) = [Mi/Pr](k) x [M2/P] (k).
On a un foncteur de Frobenius naturel
Frobg : [N/Q] (k) — [N/Q](k)

produit des foncteurs de Frobenius pour [M1/P;](k) et [Ma/P,](k), & Paide
duquel on retrouve la catégorie [N/ Q] (k) = [M1/P1](k)x[Ma/Ps](k). On note
N/Ql(k)y = [M1/Pi](k)y x [Ma/Ps](k)y 'ensemble des classes d’isomorphie
des objets de [NV/Q](k) et on a alors une application

cly : N/Q](k)y — mo(Q) = (Z/22)°

qui n’est autre que cly = clyy, X clpyg, ot clag, : [Mo/Po](k)y — mo(Pa) =
727 est définie comme clpg mais apres avoir remplacé Y’ par Y.

LEMME 3.10.3. Pour chacun des deux caractéres endoscopiques kK on a
kocly =1.

Démonstration. Si on a un isomorphisme Frob (Fo,tr,) = (Fa,tr,) ®
(Gartg,) ot (Fu,tr,) € obMy(k) et (Ga,tg,) € Pa(k), alors la composante
connexe A\, € mo(Py)(k) = Z/27 contenant G, est nécessairement nulle.

En effet, d’apres le lemme 2.8.3, il existe une application de mo(My)(k)

dans Z/27 équivariante par rapport & l'action évidente de mo(P,)(k) sur

mo(My) (k) et a laction de mo(Py)(k) = Z/2Z sur lui-méme par translation.
Or Frobj(Fa,tr,) et (Fa,tr, ) sont dans la méme composante connexe de
M, d’ou I'assertion. O

Appliquant alors la proposition A.3.1 on obtient les formules de points
fixes suivantes.

ProprosiTION 3.10.4. On a les égalités
= Lm(m))
—1)" Tr(Frob,, H"(k L) = |PO(k Klelm(m))
Z( ) I'( TODg, ( Ok MaQ@) ) | ( )| Z |Aut(m)|
n me[M/P|(k);
et

_ 1
D (1) Tr(Frobg, H™(k @x N, Qo)) = [Q°(R)] D A
n neN/QJ(k);



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES GROUPES UNITAIRES 535

Remarque. Les champs M et P sont de Deligne-Mumford et n’importe
quel objet sur k de 1'un de ces champs a pour seuls automorphismes
— -1 —
F=F " =@ Fe v, 08 )=
Ces automorphismes sont donc les mémes pour M et P. Ils disparaissent donc
dans le champ quotient [M/P] et dans la suite on peut donc les négliger. Le
méme raisonnement vaut pour Pautre quotient [N/Q)].

Nous allons finalement «localiser» les seconds membres des formules des
points fixes ci-dessus. Pour cela nous aurons besoin d’un point base de M(k)
et d’un point base de N(k).

Commencons par préciser ses points base. A la fin de la section (2.6)
nous avons construit une section de Kostant de la fibration de Hitchin au-
dessus de A™. C’est un Oy -module inversible racine carrée de wy- /X muni
d’une structure unitaire. Remplagant successivement Y’ par Y{ et par Yy nous
obtenons donc un objet de Kostant (K, ) = ((K1,uk,), (K2, tk,)) de N (k).
Par image directe par la normalisation partielle Y{ I Y] — Y’ c’est-a-dire
par image par I'immersion fermée i : N' < M, cet objet de Kostant de N
définit un objet qui est différent de I'objet de Kostant de M (k). Remarquons
en particulier que I'image directe de K est sans torsion de rang 1 sur Y’/ mais
n’est pas inversible comme 1’est l'objet de Kostant.

Nous prendrons pour point base de N (k) 'objet de Kostant (K, ) et
pour point base de M (k) 'image de cet objet de Kostant de N'(k) par i, objet
que nous noterons aussi (IC, tx).

Notons au passage que le signe (—1)
théoreme 1.5.1 provient bien du fait que nous avons pris comme point base
I'objet de Kostant de N et non I'objet de Kostant de M comme dans [Kot 2].

Procédons maintenant a la localisation pour M. Pour chaque point fermé
y de Y, on a un analogue local de la catégorie [M/P](k). Soit A, le complété
de 'anneau semi-local de Y’ le long de 7y (y) et Frac(A,) 'anneau total des
fractions de A,. L’involution 7 de Y’ induit une involution notée encore T

" qui apparait dans 1’énoncé du

sur A,.

Pyour chaque point fermé y de Y, notons K, le complété de K le long de
W;l(y), de sorte que K est un A,-module sans torsion de rang 1 et que 'on a
une structure unitaire (g, : 77Ky = K;/ =wx/yy oy, Ky_l. On en déduit
un Frac(A4,)-module

Vy = Frac(A,) ®4, K,
de dimension 1 et une structure unitaire
vy, 1TV, AN Vyv = HomFraC(Ay)(Vy, Frac(Ay))

sur cette droite vectorielle. Icile produit tensoriel par wy y,, est inutile puisque
wx,y est a support dans le fermé fini de Y ot le revétement fini génériquement
étale Y — X est ramifié.
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Soit A, le complété de la k-algebre semi-locale k ®p, A,. Pour tout
Ay-module M, on note My = Zy ®a, M,. Considérons l’ensemble de
sous—zy—modules de Vy

M(y)(k) ={V, C V| Frac(4,)V, =V, et v, (T"Vy) = 28]
ou 'y, est induit par vy, et ou V;/ =wx/vy @0y, szl et
v, ={rve HomFrac(Zy)(Vy’FraC(Zy)) | v(Vy) C Ky}
Sur cet ensemble on a l'action par homothéties du groupe
P(y)(k) = {a € Frac(4,)* /A, | 7(a) =a™'}.
Considérons alors la catégorie quotient [M(y)/P(y)](k) de M(y)(k) pour

cette action de P(y)(k). Siy est un point lisse de Y, P(y)(k) agit librement
et transitivement sur M(y)(k), de sorte que la catégorie [M(y)/P(y)](k) n’a
qu’un seul objet a isomorphisme pres et cet objet n’a pas d’automorphisme

non trivial. Le produit de catégories

[TM@)/PwIE) = T] M)/ P@IEF

er y€Ysing

oll YI"® est, fermé des points singuliers de Y et ou les y sont des points fermés,
est donc un produit fini.
On construit un foncteur

I[I Mk — M)

yEeYsing

comme suit. A toute collection de réseaux (Vy)y on associe le O, y--module
cohérent sans torsion de rang 1 obtenu en recollant la restriction du module XC
a Pouvert de lissité de k @ Y’ et les VY, C Vy. On munit ce Og®ky,—module de
la structure unitaire qui est la structure ¢ sur Pouvert de lissité de k @4 Y et
celle qui est donnée sur chaque V,. De maniere similaire on a un morphisme
de catégories de Picard

I[I P& — Pk
yEYsins

qui, a toute collection de scalaires (ay), associe le Ogg y-module inversible
obtenu en recollant le module trivial sur I'ouvert de lissité de k ® Y’ et les
réseaux a, A, C Frac(4,), ce recollement étant muni de la structure unitaire
évidente.

Le morphisme entre les M est équivariant relativement au morphisme
entre les P et induit par passage au quotient un foncteur

[T M)/PwIE) — IM/PIE).

y€EYsing
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LEMME 3.10.5.  Ce foncteur [],cyuin [M(y)/P(y)](k) — [M/P](k) ci-
dessus est une équivalence de catégories.

Démonstration. Montrons tout d’abord que le foncteur est essentiellement
surjectif.

Soit (F,tr) un objet de M(k). La restriction de F & I'ouvert de lissité de
k ®;, Y’ est inversible. On peut donc trouver un module inversible unitaire sur
k ®;, Y’ qui prolonge la restriction de (F,tz) & cet ouvert. En effet, pour avoir
un tel prolongement, il suffit de choisir, pour chaque y € Y& un vecteur de

base unitaire e, de la Frac(Ay)-droite vectorielle Frac(4,) @z V) et de recoller

la restriction de (F,tx) & l'ouvert de lissité et les sous-A,-modules inversibles
unitaires Aye, C Frac(4,) ®z, Vy-

Par suite, quitte a remplacer notre objet de départ par un objet qui lui est
isomorphe dans [M/P](k), on peut supposer que (F,tr) et I'objet (K, tx) ont
la méme restriction & I'ouvert de lissité de k ®; Y. La surjectivité est main-
tenant triviale puisque tout module sur k ®; Y’ peut s’obtenir par recollement
de modules sur I'ouvert de lissité et de A,-modules.

Pour terminer la preuve du lemme, montrons que le foncteur est pleine-
ment fidele.

Soient (Vy)yeysins et (Vy)yey=ns deux objets de [ [, cysin M(y)(k), d'images
(F,ur) et (F',1z) par le foncteur de recollement. Il s’agit de voir qu’il revient

au méme de se donner un élément (ay)ycy«me € P(y)(k) tel que a,V, =V,
pour chaque y, ou de se donner un objet (G,1g) de P(k) et un isomorphisme
(G,16) ® (F,ur) = (F',17). Or, par construction les restrictions de (F,¢r)
et (F',17) & ouvert de lissité de k ®; Y’ sont toutes les deux isomorphes
a la restriction de I'objet (IC,tx), de sorte que la restriction de (G,tg) a cet
ouvert de lissité est nécessairement trivialisée. L’objet (G,tg) s’obtient donc
de maniére unique par recollement de sous-A,-modules inversibles unitaires

Aya, C Frac(A4y) O

Pour chaque y € Y8 on a un foncteur de Frobenius naturel

Froby = [M(y)/P(y)|(k) — [M(y)/P(y)](F)

a l'aide duquel ont peut définir une catégorie [M(y)/P(y)](k) comme dans
la section (A.3). Soit [M(y)/P(y)](k)s I'ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de cette derniere catégorie.

Pour chaque y € Y, on a un plongement

M(y)/PW)]k)y— [ ME)/PE)IR)
y/€Ysing
dont la composante en y est 'identité et la composante en n’importe quel
y' # y est constante de valeur la section K,» C V;,. On note

clvgy) * M)/ PW)(k); — (2/2Z)*
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la restriction de 'application clyq via ce plongement. L’application composée

[T M@)/Pw)IK): = IM/Pl(k); = (Z/22)?

erSing

est alors la somme des applications clyy,) pour y € y'sing,
On a donc

€Y
Z k(clp(m)) _ H Z K (clp(y (my))
| Aut(m)| s | Aut(my)|
me[M/P](k); yeY my €[M(y)/P(y)](k):

En remplagant successivement Y’ par Y/ et par Y5 dans les définitions et
énoncés ci-dessus et en faisant le produit des résultats obtenus, on obtient une
équivalence de catégories

[T W@/wlk)y = IN/QIk):,

yeYsing

et donc I’égalité

1 1
(e > o = Al 2 TRut()]

neN/QI(k)y yeY=ne \n, €[N (y)/Q)](k):

Notons Z"'*¢ ’'ensemble des points fermés de Z = Y7 NY5 qui sont inertes
dans le revétement double étale Z' — Z. Pour chaque z € Z™™* notons r, la
longueur de la k(z)-algebre artinienne Oy, (anneau local de Z en z).

Pour chaque point fermé y de Y& notons gy le normalisé de ’anneau
local Ay de Y eny et ﬁa,y celui de anneau local A, de Y, eny pour a = 1,2.
On a

Ay C Ayy x Agy C Ay x Ay, = A,

Notre théoreme global est alors le suivant.

THEOREME 3.10.6. Pour chacun des deux caractéres endoscopiques
Kk (Z)22)% — {£1} on a I'égalité

H (fzizx)T*:(_)i1 Z K(cla(zy (m2))
rr=(=)"1 Aut(m,
2€ Zinerte (AZ) mze[M(z)/P(z)](k)ﬁ | u (m )‘
(A= 1
= I ey | )
T=(=)"" Aut(n,
ZeZinerte (Al,z X AQ,Z) nZE[N(z)/Q(z)](k)u | u (n )‘

Démonstration. Commencons pas trois remarques.
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1) Comme on a la suite exacte de catégories de Picard

(Af, > A3,)" =) 0 0
v H ayr-c - PR = @k =0,

-1

on a I’égalité

-1

(A, x A5, =)
(A5) =

Q)| _
[PO(R) 11

On peut écrire chaque facteur du second membre de 'égalité ci-dessus
sous la forme

(A}, x A;yy*:(—>
(A7) =00

-1

—1

(A =0
(Afy x Az, =™

(A=)
2) L’entier My 75 dans la proposition 3.10.2 est par définition (cf. la sec-
tion (3.4)) égal a
mZ//Z/S = Z T

ZeZinerte

3) L’entier r, a un sens pour tout point fermé z de Z et on a évidemment

r:E 5.

Compte tenu de ces remarques, des deux derniéres propositions et des
formules (x%)aq et (xx)ar, il ne reste plus qu’a vérifier que

Ay =0 v Aldaglm)
XVrr=(=)"" Aut
(“Ay) e P, | AT
L G |
= I | S A o 2 TRut()]
A1y x Azy) meV 7RI, | AT
quel que soit y € Ysing — zinerte hour achever la preuve du théoreme.

Siy n’est pas dans Z, cette égalité est tautologique puisqu'on a Ay, = A, 4
pour l'unique « € {1,2} tel que y € Y,.

Supposons donc que y € Z — Z™r* Notons B, le complété de 'anneau
local de Y. On a A, = By x By, 'involution 7 échangeant les deux copies de
B,. De fagon compatible on a K, = L, ® (wy,xy @0, L?‘l) ou L, est un
By-module sans torsion de rang 1. Posons Wy, = Frac(B,) ®p, L,. Notons B,

le complété de k ®y, B, et (—) le foncteur B, ®p, (—).

Avec ces notations, la catégorie M(y)(k) est équivalente a la catégorie des
sous-B,-modules W, C W, tels que Frac(B,)W, = W,,. Le groupe P(y)(k) est
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isomorphe & Frac(B,)* /E; et agit sur les YW, par homothéties. Par conséquent
la catégorie [M(y)/P(y)](k) est équivalente a la catégorie des couples Wy, b) €
ob M(k) x P(y)(k) tels que

Frob, W, = bW, C W,,.

Un tel b est automatiquement dans la «composante neutre»
=X 5% = \x B
B, /B, C Frac(By)*/B,

ol Ey est le normalisé de B, dans Frac(By). On a donc d'une part
K(clyg(y)(Wy, b)) = 1 et d’autre part

Frob,(¢c™'W,) = ¢ 'W,

oucé€ E; /ny est n’importe quelle solution de 'équation Froby(c)c™! = b. On
en déduit que [M(y)/P(y)](k); est I'ensemble des classes de sous-By-modules
W, C Wy tels que Frac(By)W, = W,, modulo I'action par homothéties de
Frac(By)* /B, et que

Aut(W,) = {b € Frac(B,)* | bW, = W, }/BJ.

De méme, notons B,, le complété de I'anneau local de Y, en y. On
a Any = Ba,y X Bay, involution 7 échangeant les deux copies de B,,. De
fagon compatible, le complété de IC, le long de Tr{,al (y) se décompose en K, , =
Lay®(wy, /xy®oy, , Lg;l) ou L, est maintenant un B, y-module inversible.
Notons W, = Frac(Bay) ®B., , Lay-

En remplacant successivement Y par Y; et par Y, on voit d’une part que
I'ensemble [N (y)/Q(y)](k); est isomorphe & I’ensemble des classes de couples
(Wi, Way) ot Wey C Wy est un sous- By y-module tel que Frac(Bo,y)Wa,y =
Wa.y, modulo I'action par homothéties de

(FraC(BLy)X/ny) x (Frac(Bzy)™*/By,),
et d’autre part que
Aut(Wl,y, Wg,y) ={(b; € Frac(Blyy)X ‘ biWiy = ley}/ny
X{(bg € FraC(Bg,y)X | bQGQ,y = G27y}/B2X7y.

Comime
Frac(By)X = FraC(BLy)X X FraC(BZy)X»

les Frac(By)*-modules W, et W , & W5, sont canoniquement isomorphes. On
a la projection «non algébrique» introduite dans la section 5 de [Ka-Lu] (voir
aussi la section 6 de [La-Ral)
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dont on sait (cf. loc. cit.) que toutes ses fibres ont |k(y)|"™> éléments. Cette
projection est équivariante pour les actions de Frac(B,)* /B, sur la source et
de Frac(By)* /(By, x By,) sur le but compte tenu de '’épimorphisme

Frac(B,)* /B, — Frac(By)™/(By, x By,)

qui est induit par I'inclusion B C ley X B;y.
La relation que l'on cherche a vérifier se récrit

1 ., By 1
)3 Aoy Wl (BX x BY 2. | Aut(Wry, Way)|
W, € Y Ly 2y Wy .y Wa.y) Ly, ¥V2y
et se démontre maintenant par un simple comptage. |
Remarque.  La formule pour y € Z — Z™'* ci-dessus est en fait un

cas particulier de la descente d’Harish-Chandra pour les intégrales orbitales et
la démonstration que nous en avons donnée est une simple reformulation de
I'argument usuel.

4. Le passage du local au global

4.1.  Retour a la situation locale. Rappelons les données locales du
chapitre 1.

On s’est donné un corps local nonarchimédien F' d’anneau des entiers
Or, de corps résiduel k = F,; et on a choisi une uniformisante @wr de F. On
s’est donné une extension quadratique non ramifiée F’ de F' de corps résiduel
k' =TFg, et on a noté 7 I’élément non trivial de Gal(F'/F).

On s’est aussi donné une famille finie (F;);c; d’extensions finies séparables
E; de degré n; de F, toutes disjointes de F’. On a noté E; = E;F' pour ¢ € I
et encore par 7 1’élément non trivial de Gal(E!/E;).

On s’est donné enfin pour chaque i € I un élément v; € Op: hermitien,
c’est-a-dire tel que 77 +7; = 0. On a supposé que 7; engendre E..

Le polynoéme minimal P;(T") de 7; sur F’ est un polynome irréductible
dans F'[T]. On a supposé que les deux polynémes P;(T) sont deux & deux
premiers entre eux.

Puisque les 7; sont entiers, les polynomes P;(7") sont & coefficients dans
Op. L’hypothese 7; hermitien implique que P/ (T') = (—1)" Pi(-T).

Pour tout partie J de I on a posé¢ E; = @,c; Ei, P;(T) = [L;c; Ps(T),
etc.

4.2. Un lemme d’approximation. Rappelons quelques faits bien connus
(voir les exercices, §2, ch. II, de [Ser]).

Le discriminant Disc(P) € F’' d’un polynome unitaire P(T) € F'[T] est
dP

le résultant des polynoémes P(T) et §7(7T). C’est un polynome universel
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(a coefficients entiers) en les coefficients de P(T); il est donc dans Op si
P(T) € Op/[T]. Le discriminant de P(T) est non nul si et seulement si P(7T')
est séparable.

LEMME 4.2.1.  Soit J une partie de I et P(T) un polynome unitaire de
degré ny a coefficients dans Op:. Alors, pour tout entier mj > njvp: (Disc(P)),
la condition

PJ(T) — P(T) € W?JOFI [T]
implique que

- JB(T) est séparable sur F' et pour chaque i € J, IB(T) admet une unique
racine 7; dans E! telle que
v, (Vi — %) = ei%
ou on rappelle que e; est I"indice de ramification de E! sur I’ de plus,
si on note Pi(T) le polynome minimal de %; dans F'[T], on a P(T) =
HieJ P(T);

— pour chaque i € J, on a

m g

PAT) — P(T) € wp " Op|[T]

et les éléments %(%)PJ_{Z-} (i) et ‘é—?(%)ﬁj_{i}(%) ont méme valuation
dans E;

— pour chaque partie K de J, on a Op[yk] = Op[ykx] C Ej ou bien
entendu on a posé Vg = Picxi € El.

Démonstration. Soient F' une cloture séparable de F’ et VilyYi2y - - s Vi
les racines de P;(T") dans F'. On note encore vg : F X — Q I'unique valuation
qui prolonge la valuation discrete vpr : ' — Z. On rappelle que vp oo = vp
pour tout élément o € Gal(F'/F’) du groupe de Galois de F’ sur F’ et que
vEr = e;(vpr o o)|E;* pour tout F’-plongement o : F! < F'.

Montrons dans un premier temps que P est séparable sur F’. On a

v (Discr(Py) — Discr(P)) > my > L > v (Discr(Py))
nj
par hypothese. Par suite, Discr(]B) est non nul, et en fait de méme valuation
que Discr(Py).

On notera (F%);. 7 'ensemble des facteurs irréductibles (unitaires) de P et
pour chaque 7 € J. , Vi, -+, Vi les racines de 155 dans F'.
Comme
ve(Diser(Py)) = Y wpr(yig — virgr)
(1.5)#(.3")
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on a m
J
vp (Vi — Yirg) < —

ny

quels que soient 7,7 € J, j € {1,...,n;} et j/ € {1,...,n} tels que (i,5) #
(7', 7"). En d’autres termes, la «distance»

—Vp/ (’Yvi,j—%t',j')

Vi — Fr=q

mJj

entre deux racines distinctes de Py(T) est strictement plus grande que ¢ " .
De méme, on a

mJj

F>q

g — iy

quels que soient (7,7) # (7,7). N
Maintenant, soit 4 une racine de P(T") dans F’. On a

S°S o — i) = o (Py () = o (P 3) — BG)) = my.

e j=1

Il existe donc ¢ € J et j € {1,...,n;} tel que vp (¥ — 755) > 24, ie.

ngy

_mJ
F Sq ny

1Y — 7,5

et le couple (4,7) est unique puisque la distance entre deux ;; distincts est

_ On construit ainsi une application 7 — ~v(7) de I’ensemble des racines de
P(T) dans F’ dans I'ensemble des racines de P;(T) dans F’ qui est caractérisée
par la relation

m

s
’ S q nJy

7 =1Mr
et qui est Gal(F’/F")-équivariante puisque la distance est Gal(F’/F’)-invariante.
Cette application est nécessairement 1njec:clve puisque la distance entre deux
racines distinctes de P( ) est aussi > ¢ o . Elle est donc bijective puisque
P;(T) et P(T) sont tous les deux séparables de degré ny. On en déduit une bi-
jection 7 — i(7) de J sur J telle que 73 = n; et pour chaque 7 une permutation
J—3(3) de {1,...,n;;} telle que

Y(03) = i@,
pour tout 7 € J et tout J€A{Ll,...,nim}. Quitte & changer I'indexation des

facteurs de P et la numérotation des racines des P;, on peut supposer et on
supposera dans la suite que J=Jet que les bijections 7 — i(7) et J — j(J)
sont les applications identiques.

La minimalité de la distance entre 7 et v(7) assure de plus qu’il ne peut
pas exister d’élément de F’ qui soit conjugué a (%) sur F’'[§] autre que v(7)
lui-méme, de sorte que v(5) € F'[¥] puisque F'[¥] est séparable sur F’. Par
suite, on a méme F'[vy; ;] = F'[V; ;] quels que soient ¢ € J et j € {1,...,n;}.
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Les deux F'-algebres F'[T|/(P(T)) et E'; sont donc F'-isomorphes. Plus
précisément on a l’isomorphisme

Ey =P Fhl = @ Fhial = F[Hia] — @ FIT)/(P(T))
i€J ieJ ieJ ieJ
= F'[T]/(P(T))

oll 7; est envoyé sur ;1 par le premier isomorphisme et 7;1 est envoyé sur la
classe de T' modulo P;(T") par le second. N

Notons ¥ = (i)ies € E; 'image inverse de la classe de T modulo P par
l'isomorphisme ci-dessus. Bien sir, pour chaque i € J, I’élément 7; € E/ est
entier sur Op. De plus, la valuation vg (7; — ;) est > ei%.

On a

vpr (Discr(Py)) = va/(Discr(Pi)) + Z vr (Res(P;, Pyr))
ieJ i#ied

avec v (Discr(P;)) = nl%(fiﬂv)) = 20; +n; — 2 et vp (Res(P;, Pr)) = 741,
de sorte que

mJ > vp/(Discr(Py)) = Z (niai +n; — m) > 2

n €; €;
J ieJ v v

(26i+zil¢i Ty )€
n; :

Comme aj = w%JJOE/J C Op[vs] C Opy, avec a; = (a;)ics, la condition

ou on rappelle que 'on a posé a; =

m g

Yi—vi € wEZiWOE; C wy Op;
quel que soit i € J, implique que O[] C OF:[7,].
Puisque les deux polynémes P(T') et P(T') jouent des roles parfaitement
symétriques, on a aussi 'inclusion dans le sens inverse, d’ou 1’égalité désirée
Op V4] = Or [vs]. O

Une conséquence de ce lemme est que les intégrales orbitales qui figurent
dans le lemme fondamental, dont on a vu qu’elles comptent des idéaux fraction-
naires dans les Op-algebres O/ [T]/(P;(T)), ne dépendent que de la réduction
des P;(T) modulo une puissance assez grande de wp.

4.3. Variantes du lemme d’approximation. Il est commode de choisir un
élément ¢ € k' tel que (" 4 ¢ = 0. Grace & ce choix, les polynoémes P;(T)
peuvent étre écrits sous la forme P;i(T) = Q;(¢T) ou Q;(T) € Op[T]. Pour
toute partie J de I posons Q;(T') = [[,c; Qi(T); on aalors Ey = F[T]/Qs(T).

La donnée de ~; comme ci-dessus est équivalente a la donnée d’un
Op-sous-schéma fini plat

Yio, = Spec(Or(T]/Qi(T))
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de la droite affine A}QF = Spec(Op|[T]) au-dessus de Op. L’anneau Op[T]/Q;i(T)
est un anneau local integre complet, qui est géométriquement unibranche. Plus
précisément, Y; 0, ®y k peut ne pas étre connexe, mais chacune de ses com-
posantes connexes est unibranche.

Pour toute partie J de I notons Yo, = Spec(Op[T]/Q(T)) le diviseur
de Cartier de AéF qui est la somme des Y; o, pour ¢ € J.

Pour tout entier m > 0, notons O, la k-algebre finie Op,, = Op /whOFp
et notons (—)o,.,. laréduction modulo @} de (—)o,.. Le lemme d’approximation
de la section précédente peut se reformuler comme suit.

LEMME 4.3.1.  Soit J une partie de I. Il existe un entier my > 0 ayant
la propriété suivante: tout sous-Op-schéma fini et plat Yo, = Op[T]/Q(T) de
A}QF tel que

Yor,., =Y50mm,

en tant que sous-schéma fermé de Spec(Opm,[T]), est isomorphe a Y0, en
tant que Op-schéma non plongé.

Notons @ ;(T) la réduction modulo wg de Q;(T). Pour tout entier m >
0, on peut voir Q,[T] comme un élément de Op[T] et de Op,,[T] via les
plongements évidents k[T| C Op[T] et k[T] C Op,,[T]. Le schéma Y;o, .
est un schéma de longueur mn; supporté par les zéros de Q;[T] dans la fibre
spéciale Al de A}QF, de sorte que Yo, est nécessairement contenu dans le
schéma fini Z,,, = Spec(Opm[T]/(Q(T)™)) qui ne dépend que de Q ;(T).

LEMME 4.3.2.  Soient J une partie de I et Q(T) € Op[T] un poly-
nome unitaire de degré ny ayant aussi pour réduction Q;(T) € k[T] modulo
Iuniformisante wp. Notons Yo, = Spec(Op[T]/Q(T)). Soit my un entier
comme dans le lemme ci-dessus. Supposons que

Y0 VZjm, = Yo, N Zjm,-

Alors ?@F est isomorphe a Yo, en tant que Op-schéma non plongé.

Démonstration. Comme on a vu plus haut, Y;0, N2, = Yo, HA%QF .
,m g

De méme, on voit que Yo, N Zjpm, = Yo, N A%OF . Ainsi, le lemme est une
. ,m g
conséquence du lemme précédent. O

Puisque toutes les intégrales orbitales que I'on considere ne dépendent
que des classes d’isomorphisme des Y ,., ces intégrales ne changent pas si on
remplace les polynomes @ ;(7T') par des polyndémes proches Q (T') ot la propriété
d’étre proche signifie que 'hypothése du lemme est satisfaite.
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4.4. Théoreme de Bertini-Poonen. Une variante du théoreme de Bertini,
valable sur les corps finis, a été démontré par Poonen ([Poo]). Nous allons
rappeler précisément son énoncé.

THEOREME 4.4.1. Soit S un sous-schéma localement fermé d’un espace
projectif standard de dimension finie P sur un corps fini k = F,. Soit Z
un fermé fini de P tel que S — (SN Z) est lisse de dimension d. Soit z €
H°(Z,0y). Alors, pour tout entier N assez grand il existe un polynome homo-
gene f € H'(P,Op(N)) de degré N & coefficients dans k, tel que I’ hypersurface
Hy définie par f vérifie:

— HyN S est lisse de dimension d — 1 en dehors de Z NS,
— Hy N Z est le sous-schéma fermé de Z, défini par I’équation z = 0.

En fait, Poonen a démontré un énoncé plus précis: il a calculé la densité
des f vérifiant ces propriétés lorsque N tend vers 'infini, et cette densité est
un nombre strictement positif. Pour notre besoin, seule existence de f suffit.

L’argument de Poonen se généralise sans difficultés au cas d’une famille
finie de sous-schémas localement fermés (V;);cr de P.

4.5. Tracer des courbes sur la surface réglée. Soient X une courbe propre,
lisse et géométriquement connexe sur k = Fy et X’ — X un revétement double
étale qui est aussi géométriquement connexe. Soient xp, T~ € X (k) tels que
To est inerte et T, est décomposé dans le revétement X’ — X. On identifie
le corps local F' avec le complété du corps des fonctions de X en la place xq et
on identifie F’ & I’extension non ramifiée de F' définie par X' — X.

On se donne un diviseur D de degré > g + 1 sur X qui évite xg. Avec
les notations du chapitre 2, on a le fibré en droites projectives ¥ = P(Ox @
(Lp)®~1) — X qui complete le fibré en droites vectorielles X° = V((Lp)®~1) —
X dont les sections sont celles de Lp.

L’hypothese deg(D) > g + 1 implique que Ox(1) ® p*Lp est tres ample
sur V((£p)®~1). En fait, considérons le morphisme canonique

¥ - P(HY(X,05(1) @ p*Lp)) = P(H* (X, Lp) @ k) = Py,

et son image S. Notons s, € Px(k) le point défini par la projection sur le
second facteur H°(X,Lp) @ k — k. Alors on a une projection

Ps; — {s0c} = V(Op, (—1)) = P(H’(X, Lp)) = Px

qui s’insere dans un carré cartésien
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ou les fleches verticales sont des fibrés en droites et les fleches horizontales
sont les fleches canoniques. On a so € S(k) et son image réciproque dans
Y est le diviseur & l'infini X complémentaire de 3° dans X. On a donc un
isomorphisme YX° — S—{s}. Autrement dit, le morphisme ¥ — S contracte
exactement le diviseur Y., sur le point So.

Rappelons que pour tout entier N > 1 on a

N
HO(%, (0s(1) @ p*Lp)®N) = @ H(X, (Lp)¥)
1=0

qui est 'ensemble des k-points de l'espace de Hitchin Ay(y) pour le groupe
unitaire U(N). Une section a = (ag,a1,...,an) € Ay (k) ot ag # 0, ne
s’annule pas sur le diviseur Y.

Prenons un voisinage de Zariski U de xg dans X et une trivialisation de
Lp sur U qui identifie la restriction de V((£p)®~1) & U avec la droite affine
Aj;. On en déduit une identification de A, avec V((Lp)®™!) xx Xa, olt X,
est le complété de X en xg

Pour i € I soit Q;(T) € Op[T] un polynoéme comme dans 4.3. On note
Qs(T) = [l;e; Qi(T) pour toute partie J de I. Pour i € I notons Q;(T) € k[T
la réduction modulo wp de Q;(T) et notons Q ;(1') = [[;c; Q;(T) pour toute
partie J de I. Soit m = mj un entier naturel comme dans les lemmes 4.3.1 et
4.3.2, et

Zm = Z1m = Spec(Op[T]/(Q(t)™", @wF'))

le sous-schéma fini comme dans 4.3, vu comme un sous-schéma fermé de X.
Dans Z,, on a le sous-schéma fermé Spec(Op[T]/Q;(T)) N Z,, pour chaque
sous-ensemble J C I. En prenant une partition I = I II I comme dans la
section (4.1), on a un sous-schéma fermé

Spec(Or[T]/Qr, (T)) N Zm

pour chaque « € {1,2}.
Au-dessus du point z, de X choisissons arbitrairement deux k-points
distincts Yoo a, @ € {1,2}.

PROPOSITION 4.5.1. Il existe des entiers naturels N, > n, et des
points ao € Ay(n,)(k) pour a € {1,2}, tels que les courbes spectrales Y, C X
correspondantes vérifient les propriétés suivantes:

- Y, N Z,y, = Spec(Or[T]/Q1,(T)) N Zp, quel que soit o € {1,2},

— pour tout o € {1,2}, la courbe spectrale Yy, est lisse en dehors de Z,, C
2, elle est étale au-dessus de o et elle passe par Yoo o,

— les deux courbes spectrales Y,, et Y,, se coupent transversalement en
dehors de Z,, et ne se coupent pas au-dessus de Tno.
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Démonstration. En appliquant le théoreme de Bertini-Poonen 4.4.1, on
peut d’abord trouver un entier Ny > nj et une section a; € HY(P, Op(Ny))
tels que I'hypersurface correspondante H,, C P vérifie les propriétés suivantes:

— H,, ne passe pas ni par s, ni par les yo 2, mais elle passe par Yoo 1,
~ H,, coupe transversalement I'image de p~!(z,) dans S,

— H,, NS est lisse en dehors de I'image de Z,,, dans S et son intersection
avec Z,, est égale a Spec(Or[T]/Qr,(T)) N Zp,.

Bien entendu, le fermé Z C P dans I’énoncé 4.4.1 du théoréeme de Bertini-
Poonen doit étre la réunion de notre Z,, et des points s et yoo; avec i # 1,
ainsi que du premier voisinage infinitésimal de Y1 dans P. De plus la fonction
z € H°(Z,0z) doit étre choisie pour que H,, ne passe pas par Sso, hi par Yoo,i
avec © # 1, quelle passe par Yo 1, et enfin qu’elle coupe Z,, et le premier
voisinage infinitésimal de y,,,1 comme on le souhaite.

On prend alors pour Y,, l'image réciproque de H,, NS dans X.

En appliquant de nouveau le théoréme de Bertini-Poonen 4.4.1, on peut
trouver un entier No > n9 et une section as € HO(IP, Op(N3)) telle que
I’hypersurface H,, C PP correspondante vérifie les propriétés suivantes:

— H,, ne passe pas ni par so, i par Yoo,1, Mais elle passe par yoo 2,
— H,, coupe transversalement 'image de p~!(z,) dans S,

— H,, NS est lisse en dehors de I'image de Z, dans S et son intersection
avec Zy, est égale a Spec(Or([T]/Qr,(T)) N Zp,,

en dehors de Z,,, H,, coupe transversalement H,, .
On prend alors pour Y,, I'image réciproque de H,, NS dans X. O

LEMME 4.5.2.  Supposons que deg(D) > long(Z,,). Alors les courbes
Y, construites dans la proposition précédente, ainsi que leurs revétements
doubles étales Y, —sont automatiquement géométriquement irréductibles. En
particulier, le point géométrique a = (a1, az) est un point elliptique au sens de
la section (2.8).

Démonstration. 11 suffit de démontrer que Y/, =Y, ®k est irréductible
pour tout a € {1,2}. Raisonnons par 'absurde en supposant que ?;a =
— — N
Vo 1UYq 00uY, ;

dessus de X = X' @ k. En particulier, on a Noi + No2 = No. D’apres le
lemme 2.5.3, la composante 7;0 j est le diviseur d’une section de

est une courbe finie et plate de degré N,; > 1 au-

HO(Y @ k, (O (1) @ p™Ox (2D))5Nes).
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L’intersection ?szl N ?Zzaﬂ est alors un sous-schéma fermé fini de ¥/ ®; k de
longueur
2N, 1Nq2deg(D) > 2deg(D) > 2long(Zy,).

Par conséquent, cette intersection ne peut pas étre entierement contenue dans
I’image réciproque de Z,, @y k par 7y, : ¥’ — X puisque cette image réciproque

est de longueur 2long(Z,,). Mais, si Y;ml coupait Y;a,z en dehors de
T2 (Zm @4 k), la réunion ?;a de 72%1 et ?;Q,Z ne pourrait pas étre lisse
en dehors de 7y, Y(Z,, @4 k), d’ott une contradiction et le lemme est démontré.

U

4.6. Fin de la démonstration du lemme fondamental. Considérons tou-
jours la situation locale rappelée en (4.1). Fixons de plus une partition non
triviale I = I; II Is comme dans 1’énoncé du théoreme 1.5.1.

En utilisant les résultats déja obtenus dans ce chapitre on obtient la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 4.6.1. Pour deg(D) assez grand il existe
— un entier N > 1 et une partition N = N1 + Ny en entiers N1, No > 0,

— un point a = (a1,a2) € Ag(k) de Uespace de Hitchin pour le groupe
endoscopique H = U(N71) x U(N3y) du groupe unitaire U(N),

— un point fermé zy de l'intersection Z =Y, NY,, des courbes spectrales
Ya, et Yy, pour U(Ny) et U(N2), composantes de la courbe spectrale Y, =
Yo, + Ya, C X pour U(N),

ayant les propriétés suivantes:

— pour o = 1,2, Y, et son revéetement double étale Ya'a sont géométrique-
ment irréductibles,

— Y, est étale au-dessus du point xo, de X et, pour a = 1,2 il existe au
moins un point rationnel Yoo.o de Yy, au-dessus de Too,

— en tout point fermé z de Z — {2y}, les deuz courbes spectrales Y,, et Y,
se coupent transversalement,

— le corps résiduel de zy est k, z est inerte dans Z' et a fortiori, si on note
xo son image par la projection p: X — X, xg est inerte dans X',

— st on note xy et z{, les uniques points fermés de X' et de Z' au-dessus de
xo et zg, et si on fire une identification du complété de I’anneau
local Ox: 4 a Op: compatible auz involutions T, le complétée de la
Ox - algebre finie et plate OYa’avZé est isomorphe a la Op/-algebre
Op[T)/(Pr,(T)), et ce de maniére compatible auz involutions T.
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11 résulte alors du théoreme 3.10.6 qu’avec les notations de la section (3.10),
on a I’égalité

Z ”(CIM(z) (m2))

=) Aut(m,
ZeZinerte (A ) sz[M(z)/P(Z)}(k‘)u ‘ u (m )|
(A=) 1
=TI @™ |l . D —
Tr=(=)"" Aut(n,
zeZinerte (ALZ X A27Z) an[N(Z)/Q(Z)](k)ﬁ | u (n )’

pour chacun des deux caracteres endoscopiques k : (Z/2Z)* — {£1}. Pour
conclure, nous allons:

— montrer par un calcul explicite que, pour chaque z € Zr* — {20} les
facteurs indexés par z des deux produits ci-dessus sont égaux;

— identifier les facteurs indexés par zy aux deux membres du théoreme 1.5.1
que 'on cherche a démontrer.

Commengons par donner une autre reformulation de chacun des facteurs
des produits de I'égalité ci-dessus.

Fixons z € ZMerte et notons 2’ 'unique point fermé de Z’ au-dessus de z.
Notons s = [k(2) : k]; on a alors [k(2') : k] = 2s. Puisque x(2’) est un corps,
FrobZ agit transitivement sur Homy,(k(2'), k). De plus, 'involution induite par
I'action de 7 sur k(2') coincide avec I'action de Frob} sur Homy(k(2'), k).

Quitte & choisir un point base & dans Homy(x(2’), k), on peut identifier
de fagon unique cet ensemble a

Homy (k(2'), k) = {0,1,...,2s — 1} 2 Z/2sZ

de telle sorte que, via cette bijection, Froby et 7 agissent sur Z/2sZ par i —
i+ 1 et par ¢ — ¢+ s. Pour tout ¢ = 0,1,...,2s — 1, on note & 1’élément
correspondant de Homy(k(2'), k).

Soit A = A, le complété de I'anneau local de la courbe Y en le point 2’
A est muni d’une involution 7. Soit B = B, le complété de ’anneau local de Y’
en le point z; B est alors le sous-anneau des éléments a € A tels que 7(a) = a.
La k-algebre A = A®k se décompose en un produit

2s—1

pRai ¥
=0

ou Zl = A@)H(Z/%&E.
L’automorphisme A®j, Froby de A = AQk s’écrit

A&y Froby(ag, . . ., aas—1) = (pas—1(as—1), ¢0(a0), - - -, pas_a(aas_2))
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ol les ; : A; — A;;1 sont des bijections Froby-linéaires. Pour tout entier m
notons ;" le composé

i = Pitm—10""0Piy109; 1 Aj = Aipm.

En particulier, 4,035 . Ay — Ay est lautomorphisme Frob%s—linéaire
A®n(z'),go Frobzs, de sorte qu’on peut identifier A au sous-anneau de Ag des
éléments ag € Ay qui vérifient ©2*(ag) = ao.

L’automorphisme 7@k de A se décompose en le produit des isomor-
phismes k-linéaires 7; : A; — Ay s qui vérifient les relations Ts4+i0P; = Pi, OT;.
En particulier, on a ’automorphisme Frob;-linéaire

To=@Som="Ts0pf: Ag — Ao
tel que (To)? = p3°, de sorte qu’on peut aussi identifier B au sous-anneau de

Ap formé des éléments ag € Ay tels que To(ag) = ao.
L’anneau total des fractions Frac(B) est un produit de corps

Frac(B) = E; = [[ B;.
JjEJ
Pour tout j € J, notons «; le corps résiduel de Ej; x; contient naturellement
k(z). On a
Frac(A) = E; = H E;
JjEJ
ol, pour chaque j € J, E; = j@,{(z)ﬁ(zj ) reste un corps de corps résiduel
m;- = Kj Qx(z) k(z'). En effet, dans le cas z = 29, c’est notre hypothese de
départ rappelée dans la section (4.1). Dans le cas z # zp, le point z est un
point double de Y & branches rationnelles sur k(z), de sorte que I'ensemble J
a deux éléments j et que pour chacun de ces deux éléments on a k; = k(z).
Pour tout j € J, notons s; = deg[x; : k]; alors s; est divisible par s et s;/s est
un nombre impair; autrement dit, on a

s; = s (mod 2s).
Pour chaque j € J on choisit un plongement (j : KZ;- < k qui prolonge le
plongement & : k(2') < k. Ce choix induit une bijection
ZL]2s;7 = Homk(mg,ﬁ), i5 = Cjg, -

qui rend commutatif le carré

Homk("fg‘v E) - Homk(’%(zI% E)

| |

7.)25,Z —— > 7,)25T.

dont la fleche horizontale du haut est la restriction de &} a r(2').
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Considérons ’ensemble
J=A{(.15) | j € J, ij € L/2s;Z}.

On a alors

Frac(A) = H Ej;
(jvij)ej

on Ej; = El®u ¢, _k; chaque élément a € Frac(A) s’écrit donc sous la forme
5Goi
a = (aj,) jiey- Par ailleurs, on a la décomposition

FI‘aC(ZZ‘) = H Ej,i]‘?
Jj€J
i;=% (mod 2s)

de sorte que chaque élément a € Frac(A) s’écrit aussi sous la forme a =

(ai)iez/%z avec a; € Frac(A;), quitte a regrouper les termes
a; = (aj,ij)(j,ij)ej, i;=i (mod 2s)"

L’automorphisme de Frac(A4) qui se déduit de A®j Froby : A — A, se
décompose en le produit des homomorphismes Frobg-linéaires ¢; ;. : Ej,ij —
Ej; +1. De méme, 7 : Frac(A) — Frac(A4) se décompose en le produit des
homomorphismes k-linéaires Tji; Ej,ij — Ej7ij+sj.

Soit P(2)(k) C Frac(4A)* le sous-groupe formé des a € Frac(4)* qui
vérifient 7(a)a = 1. Par définition P(2)(k) est le quotient de P(z)(k) par son
sous-groupe A% N P(z2)(k).

On vérifie que P(z)(k) C Frac(4A)* est stable par Frob. Le groupe
P(z)(k) agit donc sur lui-méme par la Froby-conjugaison (b, a) — Froby,(b)ab™
— Froby(b)bta puisque P(2)(k) est commutatif. Cette Froby-conjugaison
sur ﬁ(z)(%) induit bien sir par passage au quotient la Frobj-conjugaison sur

P(2)(k).
PropPOSITION 4.6.2. L’homomorphisme
P(2)(k) — (2/22)”

qui associe a a = (aj,l-j)(j iyeg Vélément (Aj)jes, ou Nj € Z/27 est I'unique
élément tel que
s;—1

Z valg (aji,) = Aj (mod 2),
i,=0 !

induit un isomorphisme du groupe des classes de Froby-conjugaison de ﬁ(z)(%)
sur le groupe (7./27.)".

Cet isomorphisme induit a son tour un isomorphisme du groupe des classes
de Froby-conjugaison de P(z)(k) sur le groupe (7./27,)” .
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Démonstration. Soit A le normalisé de A dans Frac(A) et soit PY(2)(k)
le groupe des éléments a € A% tels que 7(a)a = 1. Un théoréeme de Lang
assure que l'isogénie P°(z)(k) — PY(2)(k) définie par b — Froby(b)b~! est
surjective. On en déduit que 'homomorphisme canonique du groupe des classes
de Frobg-conjugaison de 15(2)(%) sur le groupe des classes de Frobg-conjugaison
de P(2)(k)/P°(z)(k) est un isomorphisme.

Le groupe P(z)(k)/P°(z)(k) est canoniquement isomorphe au groupe

ld= (dj’if)(jﬂj)ej ez’ | dji; + dji; s, = 0}

On a donc un isomorphisme P(z)(k)/P%(z)(k) = Z!7!/2 en ne gardant parmi
les composantes de d que les composantes d;;, oui; = 0,1,...,5;—1, les autres
composantes dj;, ol i; = sj,s; +1,...,2s; — 1 étant uniquement déterminées
par les relations d;;, + dj; +s, = 0.

L’endomorphisme Froby, agit sur le groupe P(2)(k)/P°(z)(k) par Froby(d)
= d' avec d;‘,z‘,- = d;i,—1. Dans lécriture ZI71/2 pour ce groupe, on a donc

Froby((djo,dj1,- -, djs;~1)jes) = (=djs;~1,dj0,- -, djs,—2)jer-
Par suite I'isogénie de Lang,
Li:ZVV2 — 7112 q s Froby(d)d !,

est définie par

Lk((dj,[)a dj717 cee )dj,sj—l)jGJ)

= (=djs;—1 — dj0,djo — dj1,- -, djs;—2 — djs;—1)jes

et a pour conoyau la fleche zZ2 (Z/27)” qui envoie (dji,)jeti=0,1,...s;—1
sur (A\j)jes out \j € Z/2Z est la classe modulo 2 de la somme Zf;;& dji,.

Puisque I'homomorphisme (A™)™="1 — (A*)™="1 défini par b
Foby, ()b~ est surjectif, "homomorphisme

P(2)(k) — P(2)(k) = P(z)(k)/(A")7=""
induit un isomorphisme entre les groupes des classes de Frobg-conjugaisons et
la proposition est démontrée. |

Pour chaque A\ € (Z/27Z)7, on choisit un représentant a()\) € P(z)(k) de
la classe de Frobg-conjugaison correspondante comme suit. On choisit d’abord
une fois pour toutes un représentant arbitraire A € Z7 de la classe A € (Z/27) .
Puis, pour chaque j € J, on choisit une uniformisante w; de F;. Cette uni-
formisante définit une uniformisante w;- = w; de 'extension non ramifiée EJ’
de Ej; et une uniformisante w;; = w; de I'extension non ramifiée Ej,ij pour
chaque j =0,1,...,2s; — 1. Puisque w, provient de F;, on a

To(@j0) = @j0
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et a fortiori gogs" (wj0) = wjo. On définit alors Iélément a(\) € P(z)(k) de
coordonnées a;; (A) € E]XZJ comme suit. Pour tout (j,i;) € J on pose

1 sidj#0 (mod s),

by .
aji,(A) = wﬂ?éﬁz sii; =0 (mod 2s),
wj_fij siij = s (mod 2s).

Comme le nombre s;/s des classes de conjugaison modulo 2s; qui sont congrues
4 0 modulo 2s est impair, I'image de a(\) dans (Z/2Z)” est bien .
Regroupant les termes a;;, (\) suivant la classe modulo 2s de i, on obtient

s—1 s—1
G(A) = (QO()\),al()\), ce ,ags_l()\)) = (C)\, 1,..., 1,7’0(C>\)_1, 1,..., 1)

ot a;()\) € Frac(A;) pour chaque i = 0,1,...,25 — 1 et

(o
e\ = (wj7ij)j€J, i;=0 (mod 2s)

est un élément de Frac(Ap)* qui vérifie To(cy) = c.

Rappelons que Frac(B) s’identifie au sous-anneau de Frac(Ag) formé des
éléments fixes sous I’automorphisme Frobj-linéaire 7p. On peut donc voir cy
comme un élément de Frac(B) qui n’est autre que

N,
o = (@} )jes
dans la décomposition Frac(B) = [[;c; Ej-

Les objets de la catégorie [M(z)/P(z)](k) sont les couples (V,a) ou V €
M(2)(k) et a € P(z)(k) satisfont & le relation Froby(V) = a - V. Etant donnés
deux objets (V,a) et (V',a') de [M(z)/P(z)](k) comme ci-dessus, un isomor-
phisme du premier dans le second est un élément b € P(z)(k) tel que V' =b-V
et que

a’ = Froby,(b)ab™*.
Les automorphismes d’un objet (V, a) de [M(z)/P(z)]|(k) sont donc les éléments
b€ P(z)(k) tels que bV = V.
La proposition précédente admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.6.3.  La catégorie [M(z)/P(2)](k) est équivalente a sa
sous-catégorie pleine dont les objets sont les (V,a(\)) € ob[M(z)/P(z)](k)
pour \ € (Z/2Z)7 et dont I’ensemble des morphismes d’un objet (V,a(\)) vers
un autre objet (V';a(\')) est

Hom((V,a()\)), V', a(\))) = { éb € P(z)(k) [b-V=V"} :in);n: N,

Démonstration. La proposition précédente implique que pour tout objet
(V,a) de [M(z)/P(2)](k), il existe A € (Z/27)” et b € P(2)(k) tel que a(\) =
Froby(b)ab™!, et que de plus X est uniquement déterminé par cette relation. [
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On se propose maintenant de décrire la sous-catégorie pleine de
[M(2)/P(2)](k) des objets (V,a) avec a = a(\) pour un X € (Z/27)” fixé.

Dans la section (3.10) on a pris l'objet de Kostant de N (k) et son image
dans M (k) comme points base pour définir les variantes locales M(z) et N (z)
de M et N. L’ensemble J des branches de Y au point fermé z se découpe en
deux parties disjointes J = Jy I Jo ou J,, est ’ensemble des branches de Y, au
point fermé z. On a donc les décompositions

EJ:Ejl XEJ2

ou Ej = HjeJa E; pour tout a = 1,2. Notons A, le complété de I’anneau lo-
cal de Y/ en 2’; Panneau total des fractions de A, est bien entendu Frac(4,) =
Ej. .

L’objet de Kostant de NV, restreint au complété formel de Y/ en 2/, est la
somme directe de deux couples (Kq, tx, ), un pour chaque o = 1,2, ou Ky, est

un A,-module libre de rang 1 et ¢, est une structure unitaire
i, T Ko — K = Homy, (Ko, wa)-

On a noté ici w, le complété formel de la fibre en 2z’ du dualisant relatif
wy:/xr de Y, /X'; c’est un sous-A,-module de Ej,, libre de rang 1. Fixons
un générateur ¢ de w, comme dans la section (1.4).

Le couple (Kq, i, ) est isomorphe au couple (Aq, cga) oll on note encore
0

cy la structure unitaire
T* A, = A, = Homy, (An,wa) = wa, 1 — cga.

Fixons un tel isomorphisme ce qui nous permet de nous raccrocher au langage
commode de la section (1.4). Soit F’ anneau local complété de X’ en le point
fermé ' image de 2’. Considérons la forme hermitienne

Qo E}a X E&a — F
définis par
(@,y) — ‘I’c‘j,a (z,y) = TrEf,a/F’ (C?L,T(x>y)'

D’apres le lemme 1.4.2, A, est un réseau auto-dual pour cette forme hermiti-

enne. La fibre générique de (K1 @ K2, 1, © ti,) s'identifie a B, = B} x B},
muni de la forme unitaire 09\/ = cOJ1 X 032.

La forme hermitienne 09\/ induit forme hermitienne Ef\)[ sur

2s—1
E&pk — H Frac(4;)
i=0
qui & son tour induit une forme bilinéaire

Eﬁ[’i : Frac(4;) x Frac(A;4s) — F@H(w’&%
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pour chaque i = 0,1,...,2s — 1. Les éléments de M(z)(k) sont alors les
collections V = (V;); de sous-A;-modules V; C Frac(4;) tels que Frac(A4;)V; =
Frac(4;) et que les réseaux V; et Vi, s sont orthogonaux par rapport a la forme
bilinéaire EJ(\)f,z"

L’endomorphisme de Frobenius agit sur cet ensemble par

Frobr(Vo, ..., Vas—1) = (p2s—1(V2s—1), o(Vo), - - -, p2s—2(Vas—2)).

PROPOSITION 4.6.4. Soit A € (Z/27)7 et a(\) € P(z)(k) le représentant
de la classe de Froby-conjugaison indexée par X construit précédemment. La
sous-catégorie pleine de [M(z)/P(z)](k) des couples (V,a) avec a = a(\), est
équivalente a la catégorie [Mx(k)/P(z)(k)] dont:

— les objets sont les sous-A-modules M de E'; tels que E'M = E'; qui sont
auto-duaux par rapport o la forme hermitienne

D, oo (2,y) = Trg, e (eadier(2)y)

ou ¢y = (w)-\j)jej et o A € Z7 est le relevement de \ qu’on a choisi pour

j
définir a(\);

— les morphismes d’un objet M wvers un objet M’ sont les éléments b €

P(z)(k) tel que bM = M’'.

Démonstration. Soit (V,a) un objet de [M(z)/P(z)](k) avec

s—1 s—1
— —
a=a\) = (cx,1,...,1,79(cy) 1 1,...,1)
pour un A € (Z/2Z)”. La relation Froby (V) = a-V est alors équivalente aux re-
lations suivantes V; = § (V) pour touti = 1,...,s—1, V; = ¢ *(10(cx)) b (Vo)
pour tout i = s,...,25 — 1 et c\Vo = To(ca)p3* (Vo). Or, par construction, on
a cy =To(cy), de sorte qu'on a

Vo = 3 (Vo).

Soit M I’ensemble des éléments de Vy qui sont fixés par gpgs. Alors M est un
sous-A-module de E; = {a € Frac(4y) | p2*(a) = a}, sous-module qui vérifie
E\M = E,.
De plus, Vy et Vs = To(ex) (Vo) sont orthogonaux par rapport a la forme
bilinéaire
Eﬁfﬂ- : Frac(4;) x Frac(A;+s) — F@,{(zf)’&%

si et seulement si M est auto-dual par rapport a la forme hermitienne CI>CA69V.

La proposition est donc démontrée. O
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Traitons maintenant séparément les cas z # zg et le cas z = zy. Dans
le cas z # 29, les deux courbes Y, et Y, sont lisses en le point z et leur
intersection y est transversale. On a J = {1,2}, J; = {1}, Jo = {2} et les
uniformisantes w; et wy que 'on a fixé ci-dessus sont des uniformisante de Y,
et Yy, en z. En fait, on a E/, = k(2")((wa)),

A = K(2)[[@1, w2/ (@1, @2) C £(2)((w1)) x K(2')((w2)) = Frac(A) = Ej

et 7 est le relevement canonique de I’élément non trivial de Gal(k(z')/k(z)).
On a sur E la forme hermitienne ® 0. pour laquelle le normalisé

A = k(2 [l x 5(2)[[w2]] C E}

de A dans E’; est un réseau auto-dual.
Le groupe (Z/27)” a quatre éléments A et on vérifie que:

—si A= (0,1) ou (1,0), il n’y a aucun sous-A-réseau de E’, qui soit auto-
dual par rapport a la forme hermitienne e, 0
- si A = (0,0), A est le seul sous-A-réseau de E'; qui est auto-dual par
rapport a la forme hermitienne ®, . ; de plus, pour tout b € P(z)(k),

onabg:ﬁ;

— si A = (1,1), les sous-A-réseaux de E’; qui sont auto-duaux par rapport a
la forme hermitienne @CAC% forment un espace principal homogene sous
Paction du groupe P(z)(k).

Comme le groupe P(z)(k) a |x(z)| + 1 éléments et que x(0,0) = 1 et
k(1,1) = —1, on en déduit que

3 rlelue(ms=) — |k(2)]

m.€[M(z)/P(2)](k); | Aut(m. )| K(2)] +1
et que
A=)
EAxif*:()l = |k(2)| + 1.

On vérifie facilement que r, = 1, que

1

(Ax)r =0

=1
(A, x A7 )=

et que

1
Z | Aut(n,)| L

n-€N(2)/Q(2)](k)s
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On a donc démontré que

(Ax)T =" Z k(clyv(z)(mz))
X r=() Aut
(42) M PR, | A
(A=t 1
= (~|R())"™ | e DR vt
(AL x A2 )7 e, Al

quel que soit z € Zmerte — L7p1,

La formule du produit, obtenue plus haut dans cette section, montre que
cette égalité vaut aussi pour z = 2.

Enfin, dans le cas z = zg, on a J = I, J, = I, pour a = 1,2, et on se
retrouve dans la situation du chapitre 1. Par définition des intégrales orbitales
(cf. la section (1.5)), on a

> L _ Lo
Aut TP L Yoo
e8P, TUHY) P E)]

de sorte que
’%(CIM(Z) (mz)) o H()\) exeds 1 K

2, Tawtml 2 G O em %
me[M(z)/P(2)](k) Ae(Z/2z)!

Les mémes arguments montrent que

1 1
§: = SOf .
Aut k ¥
nEIN(2)/Q(2)] (k)s |Aut(n)|  [Q(2)(K)]

Comme
(A=
(Aiz X 14;72)7*:(*)*1

[P (2) (k)] 1Q(2)(K)]

on obtient 1’égalité
Of = (—[x(2))"™ SOﬁI.

que 'on cherchait a démontrer. O

A. Appendice

A.1. Localisation a la Atiyah-Borel-Segal. Soient S un k-schéma de type
finiet f: X — 5 un S-schéma propre muni d’une action d’un S-schéma en
groupes commutatifs P lisse et de type fini. Soient de plus T" un S-schéma en
tores, A un groupe commutatif de type fini et 7' x A — P un homomorphisme.
L’action de P induit des actions qui commutent de 7" et A sur le S-schéma X.

Soient g : Y = XT — S le S-schéma des points fixes pour I’action de T et
fT:[X/T] — S le S-champ quotient pour I'action de T. Le groupe de type
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fini A préserve le fermé i : Y — X et agit donc sur ce fermé et son ouvert

complémentaire j : U = X — Y — X il agit aussi sur [X/7] en préservant le

fermé [i] : [Z/T] — [X/T] et Pouvert complémentaire [j] : [U/T] — [X/T].
Considérons les faisceaux de cohomologie perverse

PH™(£.Qr), PH™(9:Qr), PH™(fLQ0), PH™"(fI1i]«Q0) et PH™(fI[51:Q0)

sur S. L’action induite de A sur ces faisceaux se factorise a travers un quotient
fini. En effet, comme P est de type fini il existe un sous-groupe d’indice fini
A’ C A tel que, pour tout point géométrique s dans S et tout A € A, on ait
As € PY,
faisceaux ci-dessus.

et d’apres le lemme d’homotopie 3.2.3, A’ agit trivialement sur les

On a donc des décompositions

(feQp) = @pH" £ Qe)wy PH™(94Q0) EBPH (f+Q0)r,
PH™(f1Q0) = @ PH"(fT Q)

K
PH"(f11.Qe) = @D PH (£ [i1:Qe)w et PH(fI1711Q0) = @D PH" (fL 1111 Q0)s-
K K
selon les caracteres d’ordre fini k de A (tout du moins si tous ces caracteres
sont rationnels sur Qy; sinon, il faut étendre au préalable les scalaires a une
extension finie de Q).
Considérons le diagramme commutatif a carré cartésien

X > [X/T)

| u N

S —=I[8/T] ——= S

ou [f] est le morphisme qui se déduit de f par le passage au quotient par
Paction de T, ou 7 : S — [S/T)] est le T-torseur universel et ou ¢ : [S/T] — S
est le morphisme structural.

D’apres le théoreme de changement de base pour un morphisme propre,
on a 7*[f].Qr = f.Qp et donc 7*[f].Qp = 7" f.Qy puisque € o 7 est 'identité
de S. Comme 7 est lisse a fibres géométriquement connexes, on en déduit que

pHn([f]*Qf) = pHn(g*f*Qf) = E*pHn(f*QK)

pour tout entier n (cf. la Proposition 4.2.5 de [B-B-D)).

Soit X*(T) le faisceau étale sur S dont les sections sur un ouvert étale V
de S sont les homomorphismes V xg T — Gy, . D’apres la théorie de Chern-
Weil on a H"(e,Q¢) = (0) pour tout n < 0 et pour tout n impair, et pour tout
entier n > 0, on a un isomorphisme

Q[X*(T)(=1)]*" := Symy, (X*(T) ®z, Qus(~1)) — H*"(e.Q0)
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induit par la fleche

X*(T) — H?(e.Qe)(1)

qui envoie un caractere x sur la classe de Chern du fibré inversible sur [S/T]
obtenu en poussant le T-torseur tautologique par x : ' — Gy, .

La structure multiplicative et le morphisme [f]* munissent la somme
formelle de faisceaux pervers

PrH (f ),

n

ainsi que la somme formelle de faisceaux pervers

P rH (£ Q)

n

pour tout k, de structures de Qy[X*(7")(—1)]-modules gradués ou
QXH(T)(-1)] == P QX (1) (D)™

est vu comme un faisceau en Qp-algebres graduées. Ces sommes infinies de
faisceaux pervers n’ont a priori pas de sens. En fait il s’agit juste d’une facon
commode d’écrire les choses: on pourrait tres bien travailler degré par degré.

Supposons de plus que, pour un caractere ko particulier de A, les faisceaux
pervers PH"(f.Qy)x, sont purs de poids n pour tous n € Z.

PRroPOSITION A.1.1. Sous cette hypothese, il existe un isomorphisme

P (fF Q). = (@ pH”(f*QéM) ®q, s Q[X*(T)(-1)].

n n

En particulier, cette somme directe est un module libre de type fini sur

Q[X*(T)(-1)].
Démonstration. On a la suite spectrale de Leray
EY? = PHP (e PHI([£1.Qr)) = PHPHI(f] Qo).

compatible & laction de A. Or on a vu que PH?([f].Qp) = e*PH(f.Qy) pour
tout entier g, de sorte que la formule de projection permet de récrire le terme
EP? de cette suite spectrale sous la forme

Byt = PHP(e.Qe ®q, s PR (s Q0))-

Comme €,Qy est a cohomologie ordinaire lisse sur S, on a encore

qu = HP(e.Qy) ®Qe,s PH(f:Qy).

On en déduit la suite spectrale

qu = Hp(e*(@ﬁ) ®Qe,s qu(f*QK)Ko = pHp—i—q(fEQZ)no’
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Le Qy-faisceau lisse HP(£.Qp) étant pur de poids p, I'hypothese de pureté
du faisceau pervers PHI(f.T),, implique que cette derniére suite spectrale

dégénere en E, puisque toutes ses fleches di? relient des termes de poids

différents et sont donc nécessairement nulles. O
Le triangle distingué habituel

11Qe w1 — Qo ix/m) — [11+Qe /1) —

induit un triangle distingué
Qe — £IQe — £ITi.Qe —

qui induit & son tour une suite exacte longue de faisceaux de cohomologie
perverse sur S

— PH(FI1Q0) — PH™(fFQp) — PH™ (1 [i].Qp)
— PHM( Q) —

Cette suite exacte est équivariante par rapport a l'action du groupe de type
fini A et induit donc une suite exacte

— PH(FI11Q0) ko = PH (T Q0)ro — PH™(fI1i]eQe) e
—PH I 1Qe) ey — -

On en déduit une fleche

B rH" (£ 1Qe)x, — @pH" (fFQe)x,
et une fleche de restriction
P rH (FQe)w, — @pH" FI11:Qe) s,

qui sont Q[ X*(T)(—1)]-linéaires graduées. Ici, on a

B rH (T 1i].Q0), = (6]9 PH“(g*@M) 0,0 QX (T)(~1)]

n n

puisque T agit trivialement sur Y.

PROPOSITION A.1.2. Le Q¢[X*(T)(—1)]-module gradué @,PH"(fI 11 Qs)
est de torsion.

Démonstration. Notons h = foj:U — Set [h] : [U/T] — B(T/S) le
morphisme quotient de h par I'action de 7. On a

FEINQe = e [h) Qe
ouce:B(T/S) — S est le morphisme structural.
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On va en fait démontrer plus généralement que pour tout S-schéma h :
U — S de type fini, muni d’une action de T qui reléve I'action triviale de T
sur S et qui est sans point fixe, le faisceau pervers

D" (e. Q)
n
sur S en modules gradués sur le faisceau de Qp-algebres Q[ X*(T)(—1)] est de
torsion.

L’énoncé est local pour la topologie étale sur S. On peut donc supposer
que T'= G} ¢ pour un entier r > 1, ou ce qui revient au méme que I'on a une
action de T = G}, ;. sur X au-dessus de l'action triviale de 1" sur S.

11 existe une filtration finie de U par des parties fermées T-invariantes

U=UyDU1D>---D2U,DUpy1 D+

et pour chaque p, un sous-tore 7;, C T tel que, quel que soit le point géométrique
x de UP := Uy, — Up41, la composante neutre du fixateur T, C k(x) ® T de x
n’est autre que k(z) ® T)p.

Alors, si on note hP : UP — S la restriction de h a la partie localement
fermée UP = U, — Upy1 de U, on a la suite spectrale

BT = PHPT (e, [WP),Qe) = PHIT (e [R)1Qo).

Par suite, il suffit de vérifier que chaque faisceau pervers en Q[ X*(7')(—1)]-
modules gradués @, PH" (e.[hP])Qy) est de torsion.

On peut donc supposer dans notre probleme initial qu’il existe une sous-
tore TV C T tel que, quel que soit le point géométrique = de U, la composante
neutre du fixateur T, C k(z) ®; T de x est égale & k(z) @ T".

Choisissons arbitrairement un sous-tore 7" C T tel que la fleche produit
T' %}, T" — T est un isomorphisme. On remarque que 7" agit sans point fixe
sur U puisque T agit sans point fixe sur U.

Comme [h] : [U/T] — [S/T] est alors le produit du 7’-torseur universel
S — [S/T'] par le morphisme [U/T"] — [S/T"] induit par h, on voit par
application de la formule de Kiinneth que l'on peut supposer en outre dans
notre probléme initial que 77 = (1), c’est-a-dire que T agit sur U avec des
stabilisateurs finis.

On a donc un S-schéma de type fini h : U — S sur lequel le tore T' = G| .
agit sur U avec des stabilisateurs finis. Le S-champ algébrique quotient [U/ T]
est alors & un morphisme radiciel pres un S-champ de Deligne-Mumford. Les
morphismes radiciels n’affectant pas la cohomologie étale, on peut supposer
que [U/T] est en fait un S-champ de Deligne-Mumford. Il admet alors un
recouvrement ouvert pour la topologie étale par des schémas (affines si 'on
veut) qui trivialise le T-torseur U — [U/T]. Par image inverse sur U, on obtient
alors un recouvrement ouvert T-équivariant (U, )aca de U pour la topologie
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étale et, pour chaque o € A, un morphisme de k-schémas ¢, : U, — T tel que

Pa(t - 2) = tpa(z).

Pour toute partie B de A on note Up = [[,c5(Us/U) «l'intersection» des
ouverts U, pour a € B et hg: Ug — U — S le morphisme canonique.
La suite spectrale
|B|
EM= @ PHM(e.[hsliQ) @z \ZP = PHPTI(e.[R)Qy).
|B|=1—p>0

pour le recouvrement ([Uy/T])aca de [U/T] montre qu’il suffit de vérifier que
les Q¢[X*(T)(—1)]-modules gradués @@, PH"(e«[h]p,Q;) pour B parcourant
I’ensemble des parties de A, sont tous de torsion.

On peut donc supposer dans notre probleme initial qu’en plus de toutes
les hypotheses déja formulées, il existe un morphisme de k-schémas ¢ : U — T
tel que

p(t- ) = to(x).
Mais alors le morphisme [h] se factorise en

0] : [U/T] %5 15 <, /1) = 5 22 19/

ou T agit par translation sur lui-méme, ot pry : S X T — S est la projection
canonique et ou [pry] est donc le T-torseur universel. Par suite le morphisme
de restriction [h]* : £.Qp — €4[h]«Qy se factorise en

) - e Pl o W e ).y

puisque € o [pry] est I'identité de S.
Dans le cas particulier ot ’on s’est ramené, on a finalement démontré que
l'idéal d’augmentation de Q/[X*(T")(—1)] tout entier annule @, PH"([h)1Qy).
O

On déduit de la proposition I’énoncé suivant qui est une variante du
théoreme de localisation d’Atiyah-Borel-Segal.

COROLLAIRE A.1.3. Sous I’hypothese de pureté, la fleche
B rH (F11Qe)k, — EDPH"(FFQ0)r,

ci-dessus est nulle et la fleche de restriction

@pHn(foﬁ)ng - (@ pHp(Q*QZ)m) ®Qz,s QK[X*(T)(_I)]

n p

est injective.
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Démonstration. Une fleche d'un module de torsion dans un module libre
sur Q[ X*(T)(—1)] est nécessairement nulle. La nullité de la premieére fleche
implique l'injectivité de la seconde d’apres la suite exacte longue. O

A.2. Cohomologie équivariante de la droite projective pincée. Soient Y un
k-schéma et £ un Oy-module inversible. On note p: P=P(L B Oy) — Y le
fibré en droites projectives quotients de L@ Oy et on note 0 : Y — V(L) C P
et 0o 1 Y — P — V(L) C P ses sections nulle et infinie.

On fait agir G,y par homothéties sur le fibré en droites V(L) — Y et
on prolonge cette action au fibré projectif P — Y. On note [p] : [P/Gpny]| —
Y/Gmy] = B(Gu,y/Y) le morphisme de champs algébriques quotient de p
par cette action de Gy, y sur P au-dessus de I'action triviale sur Y. Alors [p]
est un fibré en droites projectives et s’écrit sous la forme ]P’(Z ® 0BG,y /Y))

pour Op(g,, , /v)-module inversible L. Onale diagramme:

p [P/Gn]
pl l[ﬁ}
Y — B(Gm,Y/Y)

On peut aussi faire agir trivialement G,y sur P et Y, et p passe au
quotient pour cette action en un morphisme de champs algébriques B(p) :
B(Gm,p/P) — B(Gn,y/Y) qui n’est autre que le fibré en droites projectives
P(e}y £ © Op,, ,/v)) ot €y : B(Gn,y/Y) — Y est le morphisme structural.
On a le diagramme:

P = B(Gynp/P)

pJ{ lB@)

<:> B(Gm,Y/Y)

€y

LEMME A.2.1.  Soit T le Opg,, , /v)-module inversible universel sur le
champ classifiant B(Gn y/Y). Alors on a un isomorphisme canonique
L=TReL
de OB(G,,.y/y)-modules inversibles.

Compte tenu de ce lemme, on a comme pour tout fibré en droites projec-
tives:

PROPOSITION A.2.2. Identifions [pl.Qq (p/c,, ,] @

Qe /G v] © Quv/G, 1 [—2](—1)
par la fleche 1@ c1(Op/g,, 41(00))-



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES GROUPES UNITAIRES 565
La somme

[P1«Qe,(P/Gu v] — Qe v/Guv] © Qu[y/Gun v]

des fleches de restriction induites par oy et oo est alors canoniquement iso-
morphe a la fleche

Qe y/Gmy] © Qb v/Gu v [721(—1) = Quv/Go v D Qu[y/Cunv]
a®b—ad (a+c(d))

ot la classe de Chern ¢ = c1(L) : Qqy/g,, ,[21(=1) = Qg y/c,., de £ est
la somme

c=t+ey(c)

de la classe de Chern t = c1(T) de T et de I’image réciproque par €5 de la
classe de Chern ¢ = c¢1(L) de L.

COROLLAIRE A.2.3. La fleche de restriction

ev« [P+ QuP/Go v] — €V Qe B(Gny) © €V QrBG v)

induite par g et 0o est canoniquement isomorphe a la fleche

P Quy[-2n](—n) & P Quy[-2n —2)(—n — 1)

n>0 n>0

— @ ey l-2nl(—n) & @ Quy [-2n)(—n)

n>0 n>0

définie par
B (an ® bn) = S (an B (an + b1 + cn(bn)))

ot cn : Qpy[—2n — 2](—n — 1) — Quy[—2n|(—n) est induit par la premiere
classe de Chern c de L.

Notons ¢ : P—(009(Y) U0 (Y)) — Y le Gy, y-torseur complémentaire des
sections nulle et infini et [¢] : Y = [P — (00(Y) U0x(Y))/Gmy] = [Y/Gm,y]
le quotient de ¢ par I'action de G,y de la structure de torseur. La fleche de
restriction ci-dessus s’insere dans le triangle distingué

ev1q)Qey — ey [plsQe P/, ] = €vxQeB@G. ) D Y QuB@G.y) — All]

A B c

dans la catégorie dérivée des faisceaux f-adiques sur Y.

Soient maintenant S un k-schéma, ¢ : Y — S un morphisme propre de
k-schémas et p: P = P(L ® Oy) — Y un fibré en droites projectives comme
précédemment.
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On note g : B(Gyp, 5) — S le morphisme structural et ¢ la premiere classe
de Chern du Opg,, ,)-module inversible universel, vue comme une section de
H2(557*Q€,B(Gm,s))(_1)- On a I'anneau gradué

EBHQ”(ES,*@K,B(G,,,,S))(—n) = Qq,s|t]

n>0

et tous les autres H"(¢5,+Qy (G, 5)) sont nuls.
La premiere classe de Chern ¢: Q;y — Qg y[2](1) de £ induit une fleche

9+(¢) 1 9+Qry — g:Qp v [2](1)

et donc une fleche

€s = @pHn(Q*(C)) : @pHn(g*QZ,Y) - @pHn+2(g*Q€,y)(1).

n n n

COROLLAIRE A.2.4. Le triangle distingué
9xA — g«B — g.C — g. A[l]

mduit une suite exacte courte

0 — EDPH"(9.B) — PPH"(9.C) — PPH" (g.4) — 0

n n

en Qg s[t]-modules gradués en faisceauz pervers (-adiques sur S. De plus, cette
suite exacte courte peut étre décrite comme suit. Si on note

D =P H" (9. Quy)
n
gradué par n, et D[t] = D ®q, , Qo 5[t] avec la graduation diagonale, alors la
suite ci-dessus est canoniquement isomorphe a la suite exacte
0 — D[t] & tD[t] - Dlt) & Dlt] - D — 0
o les fleches o et B sont données par
ot do(t) © tdi(t) = do(t) @ (do(t) + (¢ + cg)da(?))

et

B : dO(t) @ doo(t) = dO(_CS) - doo(_CS)
ou cgd(t) = >, cs(dy)t™ et d(cs) = >, c&(dn) pour tout d(t) = >, dnt" €
DJt].

Démonstration. La partie €j-(c) de ¢ étant une fleche entre cohomologies
de degrés différents, elle ne compte pas. O
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Comme ci-dessus soient S un schéma, g : ¥ — S un S-schéma propre
et p: P — Y un fibré en droites projectives, muni des deux sections oy,
Oso 1 Y — P et de I'action par homothéties de Gy, y.

On considere alors un «pincement Gy, g-équivariant de P le long de ces
deux sectionsy, c’est-a-dire un S-schéma f : X — S muni d’'une action de
Gm,s, d'un morphisme Gy, s-équivariant de S-schémas p : P — X qui s’insere

dans le diagramme
00,00 P
7N
P
Y h X

S

— p est fini,

— p induit un isomorphisme de chacune des images de g et 04 sur le lieu
des points fixes X®» de G, dans X,

~ p induit un isomorphisme de P — (00(Y) U0 (Y)) sur X — XCm,

Notons qu’il s’agit d’un pincement au-dessus de S et non au-dessus de Y de
sorte qu’on ne se donne pas a priori un morphisme X — Y.

On se donne plutét une S-immersion fermée i : ¥ <« X d’image XCr
le lieu des points fixes de G, agissant sur X. Cette immersion fermée est
trivialement G,,-équivariante. La donnée de ¢ induit la donnée de deux auto-
morphismes tg et 1 de Y tels que les deux carrés

Y>> p Y= p
Lol ip et Lml ip

soient commutatifs.

On munit en plus les S-schémas Y, P et X d’une action de Z’ pour
un ensemble fini I, qui commutent aux actions de Gy, g et pour laquelle les
morphismes f, g, p et ¢ sont équivariants.

On fait alors les hypotheses suivantes sur la cohomologie ¢-adique:

— laction de Z! sur les faisceaux pervers f-adiques PH™( f.Qq x) et PH"™ (9:Qyy)
se factorise & travers le quotient Z! — (Z/2Z)1,

— laction de 'automorphisme ¢g (resp. too) sur chaque PH"(g,Qy y) coincide
avec I’action d’un élément eq (resp. es) de (Z/27)!.
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PROPOSITION A.2.5. Soit k : (Z/2Z) — Q) un caractére tel que
k(ep) # k(eso). Alors la fleche de restriction i* en cohomologie équivariante
induit sur la partie k-isotypique une fleche injective

Prre (2 Qux)e — (D PH (9. Q0 )i )11

- (@ PHm(g*Qe,y)n) ®q,,s Qrs(t]

m

d’image
(t+c5) (D "M (9. Qe )i ) 1) € (EDPH" (9:Qe ) )18

ou cg est la fleche définie avant le corollaire A.2.4.

Démonstration. La fleche d’adjonction Q; x — p«Qg p induit par restric-
tion au fermé i : Y — X la fleche

Quy =" Qux — 1" puQpp =17 p200+Quy @ " psoc «Qry
= i*i*LO,*@Z,Y 2] i*i*boo,*QZ,Y
=10+Qey D too,+Qry
qui est composée de la diagonale Qpy — Qpy @ Qg y et de la somme directe

des fleches d’adjonction Qpy — 10,+0Qry = t0xQey et Qury — tooxtiQry =
Loo,xQry. On a donc un morphisme de triangles distingués

Gm G Gm >
I+ 'SQK,X D 'SQZ,P gx 'SQE,Y

" l 0.3 GBU;O l

Gm, Gm, Gm, G,
9« " Quy = 9 " Quy @ 9+ Qury —5 = 95 " Qpy —

ouh= fop=gop,u= (f,i) et v = (1}, —¢(y), d’ott en passant a la cohomologie

un diagramme a lignes exactes

u’ /

E—"—= D[t]® tD[t] -

[

D[t] —— D[t] © D[t| ——

D]
m D]
ol on a posé E = P, pH”(ff’""SQg,X) et D =@, PH"(9+Qp,x), ou d’apres
le corollaire précédent, on a D[t| ® tD[t] = D, pH"(hf"“'S Qr,x) et on a une
formule pour la fleche o qui montre en particulier que « est injective.
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Prenons la partie £ de ce diagramme
E, —“— Dy[t] & tDx[t] —— Dyl

[

Dy[t] —= Di[t] © Di[t] —— Dxlt].

u

Par hypothese, u a maintenant pour composantes les multiplications par x(eq)
et k(exo), c’est-a-dire u est au signe pres l'anti-diagonale, et v est donc la fleche
(—k(eso), k(€0)), c’est-a-dire au signe pres la somme. On en déduit que la fleche
composée v' = v o a envoie dy(t) & dy(t) sur £2dy(t) et est par conséquent
surjective. En considérant la suite exacte longue de cohomologie perverse du
triangle distingué de la ligne du haut de diagramme ci-dessus, on obtient que
u' est injective. Ceci montre que la fleche de restriction o/ de I'énoncé est
injective. En outre, son image est 'image réciproque par u de l'image de a,
c’est-a-dire

{d(t) € Dy[t] | k(eo)d(t) — k(eso)d(t) € (t + cs)Dgt]} = (t + cs)Dylt],

ce que 'on voulait démontrer. O

A.3. Une formule des points fizes. Soit X un schéma propre sur k = F,
et G un k-schéma en groupes commutatifs lisse de type fini qui agit sur le
k-schéma X. Notons G° la composante neutre de G et mo(G) = G/G° son
k-schéma en groupes des composantes connexes. On suppose que le k-schéma
en groupes fini étale my(G) est déployé sur k. Autrement dit on suppose que
chaque composante connexe de G admet un point rationnel sur k. On a alors

mo(G) (k) = mo(G)(k) = G(k)/G°(k)
et la suite exacte
0 — G(k) — G(k) — mo(G) (k) — 0.
Le théoreme de Lang assure que
GO(k) = {L4(g) = Froby(g)g™" | g € G(k)}.

On considere le k-champ algébrique quotient [X/G], la catégorie [X/G] (k)
des k-points de ce champ et sa catégorie [X/G](k) des k-points. La catégorie
[X/G](k) est la catégorie dont les objets sont les x € X (k) et dont les fleches
de x vers 2’ sont les g € G(k) tels que g - = 2’. La catégorie [X/G](k) a
pour objets les couples (z,9) € X (k) x G(k) tels que Frob,(z) = g - x, et pour
morphismes de (z, g) dans un autre objet (2', ¢') les h € G(k) tels que h-z = 2’
et que Ly(h)g=4¢'.

Le groupe des automorphismes d'un objet = de [X/G](k) est égal &

Aut(x) = G, (k).
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Si(z,g) € [X/G](k), comme G est commutatif le fixateur G, C G de z est sta-
ble par Frob, : G — G et est donc défini sur k; le groupe des automorphismes
de l'objet (z,¢g) dans [X/G](k) est le groupe fini

Aut(z, g) = Aut(x)P = G, (k).

L’ensemble des classes d’isomorphie d’objets de la catégorie [X/G](k) est
I’ensemble quotient

[X/G](k); = {(w,9) € X(k) x G(k) | Froby(z) = g - 2}/G(k)

ou l'action de h € G(k) est donnée par h - (x,9) = (h-z,L4(h)g). On note
aussi [X/G](k)s un systeme de représentants de ces classes d’isomorphie. On
a une application

L : [X/GI(k); — 70(G)(R) = mo(G) (k)

qui envoie la classe d’isomorphie de (z,g) sur la composante connexe de G

contenant g. Cette application est bien définie car L,(h) € Go(k) pour tout
h e G(k).

Le groupe fini G(k) agit sur X et donc sur les groupes de cohomologie
f-adique H"(k®j X, Qy), cette derniere action commutant & I’action par trans-
port de structure de Gal(k/k). Pour chaque caractere x : mo(G)(k) — Q) on
peut donc considérer la partie y-isotypique H™(k®y, X, Q¢)y, munie de I"action

de I’61ément de Frobenius géométrique Frob, € Gal(k/k).

PROPOSITION A.3.1.  Pour tout caractére x : mo(G)(k) — Q/, on a la
formule des points fixes

. o x(cl(z, g))
Z(—l) Tr(Froby, H" (k @1 X,Q¢)y) = GO (k)] Z m
n (2,9)€[X/G](k);

Remarque. L’ensemble [X/G](k); et les cardinaux | Aut(z, g)| ne dépendent
que de la catégorie [X/G](k) et du foncteur Frob, : [X/G](k) — [X/G](k).

Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME A.3.2. (i) Pour tout caractéere x : G(k) — Q, on a

_ 1 .
Z(_l)n TI‘(FI'Obq, Hn(k' ®k )(7 QK)X) - Z X(g)‘XFmbq og
G Gt

n

ol
L _

XFI'Obq °g " _ {x [ X(l{) ’ FrObq(x> =g- x}

. . —1
(ii) La fonction g — |X¥°Pa°9""| est constante sur chacune des com-
posantes connezes de G.
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(iii) La trace alternée ci-dessus est non nulle seulement si x se factorise
a travers G(k) — mo(G)(k) et si c’est le cas on a encore

n n(T. 1 : robg oy ~?!
Z(—l) Tr(Frobg, H" (k ®% X,@z)x)zm Z X ()] X FroPa e
n YEmO(G) (k)
ou, pour chaque v € m(G)(k), v € G(k) est n’importe quel élément de la

composante connexe 7.
Démonstration. On a par définition de la partie y-isotypique

> (—1)" Tr(Frobg, H™ (k @ X, Qq)y)

:K;M,§j;am1wﬂdmw—%H%k®p&@a»
g€G(k)

Or g est d’ordre fini puisque G(k) est un groupe fini. On peut donc appliquer la
variante due a Deligne et Lusztig de la formule des points fixes de Grothendieck
(cf. [De-Lu]) et 'assertion (i) du lemme est démontré.

Pour démontrer assertion (ii) il suffit de remarquer que, pour chaque
h € G(k) tel que L,(h) € G(k), on a une bijection

x Frob, og™t ™~ x Frob, o(Eq(h)g’l)7 T — h-

D’apres le lemme d’homotopie 3.2.3, GY(k) agit trivialement sur chaque
groupe de cohomologie (-adique H"(k ®j X, Q). Par suite, la composante
x-isotypique est non nulle seulement si  est trivial sur G°(k) C G(k), c’est-a-
dire se factorise par G(k) — mo(G)(k), d’on Passertion (iii). O

Démonstration de proposition. Soit 4 € G(k) dans la composante connexe
v € mo(G) (k). Compte tenu du lemme il s’agit de montrer que

- G(k)|
XFrobq oy — | ]
| = 2 G
(z,9)€[X/G](k);
cl(z,g)=v

Or I'application
- 3
oy s X d7(y) € [X/G)(R)s,
qui associe a x la classe d’isomorphie de (x,7), est surjective puisque, pour

tout (z,g) € cl™!(v), il existe h € GO(k) tel que g = L,(h)7 et on a
(w,9) =h-(h7"-x,9)

ot k1. g e XFrobg oy
Il ne reste donc plus qu’a vérifier que le cardinal de la fibre passant par z

|Ci((kk))||' Mais cette fibre
{2/ € X¥Pa°7™" | 3p € G(E) tel que ' = h -z et Ly(h) = 0}

est isomorphe & G(k)/G.(k), d’ou la conclusion. O

de I'application ¢ est précisément |
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