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Résumé

Nous décrivons le complexe de de Rham des revétements du demi-plan
de Drinfeld pour GL2(Qp). Cette description, conjecturée par Breuil et
Strauch, fournit une réalisation géométrique de la correspondance de Lan-
glands locale p-adique pour certaines représentations de de Rham de di-
mension 2 de Gal(Q,/Qp)-

We describe the de Rham complex of the étale coverings of Drinfeld’s
p-adic upper half-plane for GL2(Q,). Conjectured by Breuil and Strauch,
this description gives a geometric realization of the p-adic local Langlands
correspondence for certain two-dimensional de Rham representations of

Gal(Q,/Qp).
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La correspondance de Langlands locale < classique > pour GL,, entretient

un lien étroit avec la cohomologie du demi-espace de Drinfeld de dimension

n—1 et de ses revétements : la théorie de Lubin-Tate non abélienne de Carayol

[10] prédit que la correspondance pour les représentations supercuspidales se
réalise dans la cohomologie étale (-adique de la tour de Drinfeld [29] (ou de
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Lubin-Tate, selon les gotits ; cf. [31] [33]) et la mise en forme de ce principe joue
un role crucial dans la preuve d’Harris et Taylor [42] de la correspondance.

Par contraste, ’existence de la correspondance de Langlands p-adique, qui
n’est a I'’heure actuelle formulée et prouvée que pour le groupe G = GL2(Q,),
repose [17] sur la théorie de Fontaine [34] des (¢, I')-modules. Elle n’a donc
a premiere vue aucune relation avec la géométrie des revétements du demi-
plan de Drinfeld. ! Pourtant, le cas classique laisse espérer que celle-ci puisse
expliquer la structure des représentations de G associées aux représentations
galoisiennes de de Rham non triangulines. Cet article se propose de montrer que
c’est effectivement le cas. Les résultats obtenus ont été directement inspirés par
une conjecture non publiée de Breuil et Strauch [9], qui donnait un sens précis &
cet espoir, en décrivant le complexe de de Rham de ces revétements 2 en termes
de la correspondance de Langlands p-adique 3. Les résultats obtenus, que nous
décrivons plus en détail dans la suite de cette introduction, indiquent que le
probleme analogue pour GLa(F') (F étant une extension non triviale de Q,) ne
sera pas une mince affaire, mais suggerent des pistes de recherche intéressantes.
En particulier, ils sont utilisés dans [19] pour calculer la cohomologie étale
p-adique des revétements du demi-plan de Drinfeld, ce qui fournit 'analogue
p-adique, pour le groupe GL2(Qj), de [10].

1.1. Les résultats principaux. Nous aurons besoin de quelques prélimi-
naires pour énoncer notre premier résultat principal. Soit D 1'unique algebre
de quaternions ramifiée sur Q, (& isomorphisme pres), Op son unique ordre
maximal et soit @p une uniformisante de D. Soit M,, I’espace rigide analytique
sur @, fibre générique du schéma formel classifiant les déformations par quasi-
isogénie Op-équivariante d’'un Op-module formel spécial de dimension 2 et
hauteur 4 sur F,, avec structure de niveau 1+ p"Op. Les espaces M,, forment
une tour d’espaces analytiques, les morphismes de transition Mn+1 — Mn
étant finis étales. Chacun? de ces espaces est muni d’actions qui commutent
des groupes G = GL2(Q,) et D*, compatlble avec les morphismes de transition
./\/ln+1 — M,,. De plus, les espaces M,, sont munis de données de descente
canoniques a la Weil, qui ne sont pas effectives, mais qui le deviennent sur le

1. Pour certaines représentations galoisiennes, on sait cependant que la correspondance
se réalise dans la cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires [30]; ceci joue
d’ailleurs un roéle capital dans cet article.

2. Plus précisément, la conjecture était faite pour le premier revétement.

3. La conjecture de Breuil-Strauch et les résultats de ce travail ne disent rien sur les
représentations de de Rham triangulines : pour une explication, voir la remarque 1.5.

4. L’action < horizontale >, i.e., sur chaque étage de la tour, est celle de G, le groupe
D* agissant < verticalement > sur la tour. Puisque 1+ p"Op est distingué dans D*, I’action
par correspondances de Hecke de D* sur la tour préserve chaque M.
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quotient ® de M, par pZ. On note ¥, le modele de pZ\Mn sur Q, qui s’en
déduit. L’espace rigide analytique X, est un revétement étale de g, de groupe
de Galois le quotient

Gal(3,/%0) = Op/(1+p"Op).

Soit €2 le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q,, dont les C,-points
sont

Q(Cp) = Pl(Cp) - Pl(Qp)-

Il admet une action de G, via action naturelle de G sur P!(C,), donnée par
g.z2 = ZZZIS sig=(2Y) € G, ou z est < la > variable sur P!. L’espace ¢ n’est

pas bien mystérieux : il s’agit simplement de deux copies de €2, avec action

triviale de O7), I'élément wp permutant les deux copies. L’action de g € G
est I'action naturelle sur 2 et échange ou non les deux copies de €2 selon que
le déterminant de g est impair ou pair. La géométrie des revétements >, et
I'action de G x D* sur X, sont par contre bien plus compliquées.

Fixons maintenant une représentation lisse supercuspidale 7 de G, de ca-
ractere central trivial (pour simplifier) et notons

p = JL(m)

la représentation lisse irréductible (de dimension finie) de D* qui lui est at-
tachée par la correspondance de Jacquet-Langlands locale. Il existe ® une exten-
sion finie L de Q,, telle que ces représentations soient définies sur L. Il est sous-
entendu dans la suite que le corps des coeflicients de toutes les représentations
qui apparaissent est L ; en particulier, si X est un espace rigide sur Q,, et F est
un faisceau cohérent sur X, on notera simplement F(X) pour H(X, F)®q, L.

Soit Banadm(G) la catégorie des représentations de G sur des L-espaces de
Banach II, qui ont un réseau ouvert, borné et G-invariant, dont la réduction
modulo p est lisse admissible au sens usuel (i.e., le sous-espace des vecteurs
invariants par un sous-groupe ouvert compact arbitraire de G est fini). Si I €
Ban®™ (@), on note II*" (resp. I1'5%) le sous-espace de II formé des vecteurs
localement analytiques (resp. localement constants), i.e., des vecteurs dont
I'application orbite” est localement analytique (resp. localement constante).
Les espaces II?" et IT1%¢ sont stables sous I’action de G et II*" est dense dans
IT [63] (alors que I1'%¢ est la plupart du temps nul).

5. On voit p comme élément du centre de G.

6. L’existence est un fait standard de la théorie, utiliser par exemple le fait que 7 est
I'induite d’une représentation de dimension finie & partir d’un sous-groupe ouvert compact
modulo le centre. Voir aussi le chapitre 4 de [8] pour une discussion de la rationalité dans un
cadre beaucoup plus général.

7. Siwv €1l est un tel vecteur, son application orbite est G — II, g — g.v.
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Définition 1.1. On note V(7) l'ensemble des représentations absolument
irréductibles IT € Ban®™(QG) telles que 115 ~ .

La correspondance de Langlands locale p-adique pour G fournit une des-
cription compléete de V(). (Voir la discussion suivant la remarque 1.3.)

Le théoreme suivant, qui est le premier résultat principal de ce texte,
fournit une description géométrique de la représentation localement analytique
127 /T quand II € V(7). Alternativement, on peut le voir comme une des-
cription de la G x D* représentation O(%,,) en termes de la correspondance de
Jacquet-Langlands et surtout de la correspondance de Langlands p-adique. Si
V est un L-espace vectoriel localement convexe, on note V* son dual topolo-
gique. On pose aussi

o = Homp-(p,0)
pour toute L-représentation o de G x D*.

THEOREME 1.2. Soit  une représentation supercuspidale de G=GLa(Qp)
a caractére central trivial, et soit p = JL(m) comme ci-dessus. Pour tout I1 €
V() et pour tout n assez grand (il suffit que p soit triviale sur 1+ p"Op), il
existe un isomorphisme de G-modules topologiques unique a scalaire preés

(O(En)p)* ~ Han/l—[lisse'

Remarque 1.3. (a) Au lieu de partir de 7, on aurait pu plus généralement
partir d’une représentation localement algébrique de la forme 7 ® Sym”, avec
7 supercuspidale. ® Tous les résultats de ce texte s’étendent, & condition de
considérer des fibrés vectoriels différents sur X, : voir la remarque 11.12. De
meéme, ’hypothese que le caractere central de 7 est trivial n’est pas essentielle,
contrairement a ’hypothese que 7 est supercuspidale. (Voir la remarque 1.5
pour plus de détails concernant ce dernier point.)

(b) Une conséquence importante du théoreme 1.2 est que (O(X,)”)* est
une G-représentation localement analytique admissible, au sens de Schneider
et Teitelbaum [63]. Le caractére localement analytique s’établit sans trop de
mal, mais ’admissibilité semble nettement plus délicate. Qu’en est-il pour
GL2(F), ou méme GL,(F')? Notre méthode ne fournit aucune approche pour
ce probleme. On peut espérer que la théorie des D-modules p-adiques permette
de dire quelque chose de I’admissibilité de ces représentations indépendamment
de la correspondance de Langlands p-adique. (Voir [56] pour des résultats dans
cette direction.)

Le théoreme 1.2 affirme en particulier que le quotient IT*" /TI'%¢ ne dépend
pas du choix de IT € V(x). Cela n’est cependant que de la poudre aux yeux :

8. Coté Galois, cela revient a passer des poids de Hodge-Tate 0,1 aux poids 0,k + 1,
comme on le verra plus bas.
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la preuve du théoreme 1.2 utilise de maniere essentielle cette indépendance,
qui a été démontrée par voie tres détournée dans [17, th. VI.6.43], et dont la
preuve a ¢été considérablement simplifiée dans un travail récent de Colmez [14].
Nous donnons aussi une preuve? dans le chapitre 8 de cet article, car nous
avons besoin d’un certain nombre d’ingrédients de cette preuve pour montrer
le théoreme 1.4 ci-dessous.

Pour comprendre I'importance de 'indépendance discutée dans le para-
graphe précédent, il convient d’expliciter davantage I’ensemble V(7). La corres-
pondance de Langlands « classique > pour GG, normalisée a la Tate, combinée
avec une recette de Fontaine [35] (complétée par la proposition 4.1 de [8], qui
permet < d’inverser > cette recette pour attacher des (¢, N, QQP)—modules a
des représentations de Weil-Deligne ; cf. le dernier paragraphe des notations et
conventions) permet d’associer & 7 un (¢, Gq, := Gal(Q,/Q)))-module M (),
libre de rang 2 sur L ®q, Q)", ainsi qu'un L-espace vectoriel de dimension 2

Mg () = (Q, ®qy M ().
Un des résultats principaux de [20], qui utilise la compatibilité entre les corres-

pondances de Langlands « classique > et p-adique [30], montre que le foncteur
de Colmez [17] induit une bijection

IT — V(II)

entre V(m) et 'ensemble des L-représentations absolument irréductibles V' de
dimension 2 de Gq,, potentiellement cristallines a poids de Hodge-Tate 0,1 et
telles que
Dpst(V) ~ M(T{')

On a det V(II) = x¢ye pour tout I € V(m), car le caractere central de 7 est tri-
vial. (Aussi innocente qu’elle puisse paraitre, cette assertion est en fait la partie
la plus technique de [20]...) En combinant cela avec le théoreme de Colmez-
Fontaine [21], et I'observation que, la représentation de Weil attachée a M ()
par la recette de Fontaine étant irréductible, toutes les filtrations sur M ()
sont automatiquement faiblement admissibles (voir la preuve du théoreme 5.2
de [8]), on en déduit une bijection canonique

V() ~ Proj(Mgar(n)), I+ Fil’(Dgr(V(II))),
en considérant Fil’(Dggr(V(IT))) comme une L-droite de Mggr(7) via liso-
morphisme Dgg (V (I1)) >~ Mgg(7) induit par® Dy (V(I1)) ~ M (7). Notons
L — TI; Uinverse de cette bijection. Ainsi, £ est la filtration de Hodge sur

9. En utilisant encore un certain nombre de résultats de [17], ainsi qu’une astuce de [14].

10. Ce dernier isomorphisme est unique & scalaire pres, dont tout est <« canonique &

scalaire pres > dans ce qui précede, et 'identification V(7) ~ Proj(Mar(7)) est canonique
tout court...
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Dgar(V(I1z)). L'indépendance de IT8" /IS¢ pour II € V(7) équivaut alors &
I'indépendance de II3"/ Hlﬁisse par rapport a la filtration de Hodge £ sur Mgg (7).
Cela est surprenant et n’a rien de gratuit : la représentation II*" permet de
récupérer II, et donc la filtration de Hodge sur Myg (), grace au résultat princi-
pal de [18], tandis que le quotient par les vecteurs lisses ne dépend que de M (7).
Autrement dit, les représentations IT** pour II € V(7) sont des extensions

0—m— II* — II(7,0) — 0

d’une représentation II(m,0) qui ne dépend que de M (7), par 7. La filtration
de Hodge encode cette extension. Nous verrons plus loin comment récupérer
cette filtration. Une conséquence essentielle de 'indépendance par rapport a la
filtration de Hodge est qu’elle nous permet de choisir un IT € V(7) convenable,
et ainsi d’utiliser des méthodes globales pour montrer I'existence d’un mor-
phisme non nul entre les deux objets du théoreme 1.2. Nous montrons ensuite
par voie locale que tout tel morphisme est un isomorphisme, et qu’il est unique
a scalaire pres : c’est le coeur technique de 'article, voir la section suivante
pour plus de détails.

La description géométrique de ITI*" /IS¢ étant acquise (théoréme 1.2),
nous voulons maintenant décrire II*" géométriquement, et récupérer ainsi la
filtration de Hodge. C’est ici qu’intervient le complexe de de Rham de ¥,,.

L’espace X, est Stein, ce qui fournit une suite exacte d’espaces de Fréchet
avec action de G x D*

0— HR(Z,) — O(,) = Q) — Hig(Z,) — 0.

En passant aux composantes p := JL()-isotypiques, '’ on obtient une suite
exacte de G-représentations sur des espaces de Fréchet

0— O, = QYZ,)? — Hi(Z,)” — 0.
THEOREME 1.4. [l existe un isomorphisme canonique (& scalaire prés) de
G-modules de Fréchet
Hir(Sn)P = Mig @ 7%,
tel que pour toute L-droite £ de Mg, limage inverse de L@ C Hip(3,)°
dans QY (X,,)P est isomorphe a (IIE")* et la suite evacte

0— O, = I 5 L@ " ~ 7% =0
qui s’en déduit est duale de celle fournie par le théoréme 1.2.

Ce théoreme, qui est le deuxieme résultat principal de I'article, donne donc
une recette géométrique simple pour construire II*" a partir de la donnée de

11. Cela utilise de maniere cruciale le fait que p est de dimension > 1, ce qui fournit
HY(S.)” =0, grace a [68] et [33].
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M(7) (ou de fagon équivalente, de m) et de la filtration de Hodge, a partir
du complexe de de Rham. C’était I’objet de la conjecture originale de Breuil-
Strauch [9] (qui était toutefois formulée de maniere un peu différente ; voir la
remarque 11.13).

Remarque 1.5. Si 7 est une représentation de la série principale, et II €
Banadm(G) contient m, on ne dispose pas d’une telle description géométrique
de II?*" : la situation est bien sur similaire a celle de la correspondance de
Langlands locale classique, ou les représentations de la série principale n’ap-
paraissent pas dans la cohomologie ¢-adique a supports de la tour de Drinfeld.
Si 7 est un twist de la Steinberg, les premiers travaux de Breuil [6] sur la
correspondance de Langlands p-adique fournissent une description partielle de
112" utilisant le demi-plan €2, mais la situation est plus compliquée : il ne suffit
pas de copier les énoncés précédents avec p triviale. Cela s’explique en partie
par le fait que dans ce cas la cohomologie de de Rham est non triviale aussi en
degré 0; cf. le paragraphe 12.2.

Toutefois, dans ces deux cas, la représentation galoisienne attachée a une
telle II est trianguline, et on dispose donc d’une description tres précise des
vecteurs localement analytiques [16], [50].

Remarque 1.6. Remplagons 3, par le premier revétement ¥ii5,0, et
considérons comme dans ’énoncé du théoreme le dual de 'image inverse de
Lrtopn* C HéR(El+wDOD)p dans QY(3141w,0,)°, POur p représentation lisse
irréductible non triviale de D*, triviale sur 1 + wp®p. Dans un travail récent
[55] et dans une formulation un peu différente, Lue Pan montre que le complété
unitaire universel de cette représentation est admissible et que sa réduction mo-
dulo 7, coincide avec la réduction modulo 7y, de V(Ilz) par la correspondance
de Langlands semi-simple <« modulo p >. Sa preuve exploite la géométrie d’un
modele formel explicite de ¥145,0,-

1.2. Survol de la preuve. Comme nous 'avons déja précisé, la preuve
du théoreme 1.2 combine des arguments globaux et locaux. La plupart des
ingrédients apparaissant dans sa preuve sont aussi utilisés pour démontrer le
théoreme 1.4, donc nous allons nous concentrer uniquement sur la preuve du
théoreme 1.2 dans la suite.

Commencons par la partie globale. Le but est de construire dans un pre-
mier temps un morphisme non nul, G-équivariant et continu, de (Q!(X,)?)*
dans IT1*", pour un certain'? II € V(r). Considérons une algebre de quaternions
B sur Q ramifiée en p et déployée a l'infini. Elle donne naissance & une tour

12. Ce genre de stratégie avait été employée par Emerton [30] pour démontrer la compa-
tibilité entre les correspondances de Langlands locale p-adique et classique pour G.
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de courbes de Shimura (Shg ) indexée par les sous-groupes ouverts compacts
K de B*(Ay). (On voit B* comme un groupe algébrique sur Q dans la suite.)
Fixons un sous-groupe ouvert compact suffisamment petit K? de B* (A’}) et
considérons K = (14 p"Op)KP C B*(Ay). Le théoreme d’uniformisation de
Cerednik-Drinfeld (plus quelques contorsions topologiques) permet d’obtenir
un isomorphisme

(1) Q'(Shx ®q Qp)” =~ Hom™ (2 (3,)”)", LA(X (K7))),

N

X(K?) = B*(Q)\B"(Ay)/K?,

B étant 'algebre de quaternions sur Q ayant les mémes invariants que B aux
places différentes de p et oo, et des invariants échangés en ces places. (B est
donc compacte modulo centre & I'infini.) L’espace X (KP) est une variété analy-
tique, au sens naif du terme, compacte, avec une action localement analytique
de G. L’espace LA(X(KP)) des fonctions localement analytiques sur X (KP)
a valeurs dans L est muni d’une action de 'algebre de Hecke hors p, et cette
action commute a l'action de G.

Ce qui précede n’utilise pas le fait que l'on travaille avec GL2(Q,), mais &
partir de maintenant nous allons pleinement exploiter ce qu’on connait sur
ce groupe. Le point clé est de comprendre les espaces Hecke-propres dans
LA(X(KP)). Comme B est déployée en p, cela se fait en reprenant mot a
mot les arguments qui ont permis & Emerton [30] de comprendre la coho-
mologie complétée de la tour des courbes modulaires. En fait, en globalisant
convenablement 13 la représentation 7 nous pouvons nous placer dans une si-
tuation relativement simple - mais qui demande quand méme toute la force
de la correspondance de Langlands locale p-adique! Ainsi, en regardant les
espaces p-propres des deux cotés de 'isomorphisme (1) pour un idéal maxi-
mal convenable p de I’algebre de Hecke sphérique et en utilisant la version 4
du théoreme de compatibilité local-global d’Emerton pour comprendre 1’es-
pace propre LA(X(KP))[p], on obtient un morphisme G-équivariant non nul
continu (Q(3,)?)* — II*®, pour un certain IT € V(r), ce qui induit par dualité
un morphisme (I1#")* — QY(3,,)?. On vérifie sans mal que ce morphisme se
restreint en un morphisme non nul G-équivariant continu

o - (Han/Hlisse)* N O(En)p

13. De telle sorte que la représentation galoisienne associée a la forme automorphe globa-
lisant 7 soit irréductible en réduction mod p et en restriction a ng

14. Notons que 'on a besoin d’une version forte de cette compatibilité, i.e., il ne suffit
pas de savoir que II*" apparait dans l’espace propre LA (X (KP?))[p], mais qu’en plus IT*" est
I'unique sous-quotient irréductible de cet espace.
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D’apres les résultats de Colmez évoqués plus haut, le membre de gauche, tout
comme le membre de droite, ne dépend que de M (ou, de fagon équivalente,
de 7, ou de p), et pas du choix de II € V(m) : on notera désormais II(m,0) =
T1an /Hlisse‘

La suite de la preuve, qui représente la partie la plus technique de I'ar-
ticle, consiste a montrer que ® est un isomorphisme, et qu’il est unique a
scalaire pres. L’argument est un peu acrobatique. Nous commencons par mu-
nir II(7,0)* d’une structure de O(Q2)-module telle que ® soit O(Q)-linéaire.
Cela se fait en exploitant la construction explicite de IT via les (¢, I')-modules,
et la comprehension de ’action de ’algebre de Lie gly de G sur II*". Pour mo-
tiver un peu la construction, notons que opérateur 9 : O(%,)? — O(3,)” de
multiplication par z € O(2) encode la structure de O(2)-module de O(%,)”,
et est uniquement caractérisé par 1’égalité d’opérateurs sur O(%,,)?

at —1=ut00,

ot at (respectivement u™) désigne 1’action infinitésimale de (ZO; (1)) (respecti-
vement (é Zf’ )) sur O(X,,)?. Notons que l'opérateur ut agit comme —%.

Le point est alors de refaire ces constructions du c6té des (¢, I')-modules.
(Tout cela est fortement inspiré d’un travail en cours de Colmez [14].) On
démontre ainsi I'existence d’un automorphisme 9 du L-espace vectoriel topo-
logique II(7,0)* uniquement caractérisé par le fait que

at —1=ut0d.

L’existence de 0 est un théoreme délicat de Colmez [14], dont on donne une
nouvelle preuve. La notation 0 peut paraitre pour le moins étrange, sachant
qu’il s’agit d’un opérateur de < multiplication par z > : elle vient du fait que
0 encode la connexion sur le (¢,I')-module (sur I’anneau de Robba) attaché
a V(II). Au vu des remarques précédentes, le théoréme suivant ne devrait pas
surprendre le lecteur, mais nous insistons sur le fait qu’il requiert un certain
nombre d’estimées pas totalement triviales et qu’il joue un role décisif dans la
preuve des résultats principaux de 'article.

THEOREME 1.7. Pour tout II € V() il existe une unique structure de
O(2)-module sur II(7,0)* qui étend sa structure de L-espace vectoriel, et telle
que z € O(Q) agit comme 0.

Un ingrédient crucial dans la preuve de ce théoreme est la dualité de
Morita ([53], [61], par exemple), i.e., I'isomorphisme de G-modules topologiques

1
QUQ) = (3™, pe (S ey = ([ )d.
@ = e ey e = (o )as

Ici 2 est < la > variable sur P!, St® est la Steinberg localement analytique,
quotient de l'espace LA(P!(Q,)) des fonctions localement analytiques sur
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P1(Q,) par les fonctions constantes. La structure de O(£2)-module du théoreme
précédent est alors donnée par

</Pl(Qp) z i x,u(x)) = ~/Pl(Qp)(a — )" (u(@),

pour tout [ € (T1*" /I1%%¢)* (bien siir, il faut donner un sens & ces expressions !).

Un résultat frappant que ’on obtient, comme corollaire du résultat final,
est que II(m, 0)* est localement libre de rang dimp(p) comme O(2)-module.
Cela semble tres délicat a démontrer, et méme a deviner, en utilisant seulement

la théorie des (¢, I')-modules, qui sert a construire II(7,0) et I'opérateur 0.

Une fois le théoreme 1.7 démontré, nous montrons que @ : II(m,0)* —
O(X,,)? est surjectif. Cela se fait en deux étapes : nous montrons d’abord que
® est d’image dense, et ensuite qu’il est surjectif. La densité de 'image de &
vient de l'irréductibilité du fibré G-équivariant sur 2 dont les sections globales
sont O(X,,)”, résultat qui se démontre en utilisant les résultats de Kohlhaase
[49], permettant de < transférer le probleme > sur la tour de Lubin-Tate : via ce
transfert, I'irréductibilité se ramene a l'irréductibilité du fibré D*-équivariant
p* ® Op1, qui est nettement plus facile a établir. 15

Expliquons enfin rapidement 'argument pour l'injectivité de ®. On note
O(k)(Xy) la représentation de G sur O(%,,) obtenue en tordant ’action natu-
relle comme suit 16

—k
(ea)srf=(a—c)™-((23)-1)-
Puisque ¥, est étale sur g, on a une trivialisation Q'(%,,) ~ O(%,)dz, qui
induit un isomorphisme de G-représentations

QL(2,) ~ 0(2)(Z,) ® det.

On peut faire les mémes constructions purement a partir des (¢, I')-modules, ce
qui permet de définir une représentation II(m, 2)* en faisant agir G sur II(m, 0)*
par
(¢8) xv:=detg-(a—cd)?(2h) 0.

Le morphisme ¢ étant O(2)-linéaire, G-équivariant et surjectif, il induit un
morphisme G-équivariant continu et surjectif ® : TI(7, 2)* — Q(%,), et il suffit
de démontrer que ce morphisme est injectif. Cela se fait en plusieurs étapes.
D’abord, nous utilisons encore une fois I'uniformisation de Cerednik-Drinfeld
et un argument avec la suite spectrale de Hochschild-Serre comme dans [41]
et [32] pour montrer que Hi(¥,)? admet deux copies de 7* comme quotient.

15. Mais qui utilise de maniere cruciale le fait que p est irréductible et lisse.

16. Comme O(,) est un O(Q) ~ O(Z0)” -module (I'isomorphisme étant donné par
le plongement diagonal de O(Q) dans O(X)), et comme (a — cz)™* € O(Q), la formule
précédente a un sens.
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Ensuite, la < théorie du modele de Kirillov > de Colmez permet 7 de montrer
que le conoyau de u™ : TI(w,0)* — II(m, 2)* est canoniquement (& scalaire pres)
isomorphe a Mjr @ 7*. On déduit de ce qui précede que le morphisme

® : T(mr, 2)* /ut (T(7,0))* = QY(T,)/d(O(,)?)

est forcément un isomorphisme, ce qui fournit au passage un isomorphisme '®

HIR(2,)P ~ Mg @ 7*.

De cela on déduit assez facilement 'injectivité de ®, en prouvant qu’il n’existe
pas de sous-espace G-stable dans Ny,>o(u™)"(II(7,2)*). Ce dernier espace est
en fait nul (cela découle de [14] ou [25] et utilise de maniere cruciale le fait que
les représentations auxquelles on travaille ne sont pas triangulines), ce qui joue
un role important dans la preuve du théoreme 1.10 ci-dessous.

Ce qui précede montre que I'application u* : TI(7,0)* — II(7,0)* induit
une suite exacte de G-modules de Fréchet

0— II(r,0)* = II(7,2)" - Mjrp @ 7" — 0

et que l'isomorphisme II(7, 0)* ~O(X,,)? induit un isomorphisme de G-modules
topologiques
QL(2,)P ~ (7, 2)*.

Le théoreme 1.4 s’en déduit en suivant soigneusement ces identifications.

Remarque 1.8. Colmez a démontré [14] que la représentation II(7,0) est
(topologiquement) irréductible, ce qui fournit une preuve directe de l'injec-
tivité. Nous avons toutefois besoin de tous les ingrédients ci-dessus pour la
preuve du théoreme 1.4.

1.3. Compléments. Nombre d’objets construits & I’aide des (¢, I')-modules
mentionnés précédemment trouvent donc une interprétation géométrique, a
I'exception notable du faisceau G-équivariant U — tN, X U sur Pl(Qp)
construit par Colmez, 12 dont 'espace des sections globales contient II(7, 0)* et
qui joue un role capital dans la théorie. Dans la derniere section de cet article,
nous proposons une interprétation géométrique naturelle de ce faisceau, qui
prolonge naturellement la conjecture de Breuil-Strauch. Le lecteur est renvoyé
a 12.3 pour un énoncé précis. Contentons-nous pour finir cette partie de citer
deux autres conséquences de nos résultats.

17. Cela fait bon usage d’anneaux de Fontaine, de I’équation différentielle attachée par
Berger [1] & une représentation de de Rham, ainsi que des résultats de [24] et [17, chap. VI].

18. Une méthode plus naturelle serait d’utiliser la cohomologie d’Hyodo-Kato d’un modele
de ¥, mais cela pose un certain nombre de problemes...

19. Pour une définition, voir le section 8.1.
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Soit D(T') I'algebre des distributions sur I' = Gal(Q'°/Q,) =~ Zj a valeurs
dans L. Si V est une représentation de de Rham de G := Gal(Q,/K), avec
K une extension finie de Q,, on note H!(Gk, V) I'image de 'exponentielle de
Bloch-Kato. Soit maintenant V' € V(7). On dispose d’applications naturelles

/ :HY(Gq,,D(I) ®L V) = H'(GF,, V),
1+p"Zy

ot Fr = Qu(jun).
THEOREME 1.9. Il existe un isomorphisme de D(T')-modules libres de
rang 2

O 51)=
= {pe H'(Gq, DMV eLV) | [ e HNGr, V) Vo 0}
14+pnZ,

Enfin, la trivialisation Q!(3,) = O(2,)dz permet de définir une applica-
tion d% : O(3,) = O(2,). On dit qu'une fonction f € O(3,,) est infiniment
primitivable si f est dans I'image de (d%)"k pour tout k. En d’autres termes,
f est infiniment primitivable si f € N>o(u™)*(O(,)).

THEOREME 1.10. Soit f € O(X,) une fonction infiniment primitivable
sur Xp. Alors f € O(9).

Remarque 1.11. Dans un article ultérieur [28], nous discuterons le lien
entre O(X,,) et la courbe de Fargues-Fontaine : soit O(X,,) le sous-espace de
O(X,,) des fonctions f telles que

pam (51) f=0.

Géométriquement, O(X,) est le sous-espace de O(%,,) formé des fonc-
tions qui tendent vers zéro quand < on s’approche dans les directions ration-
nelles du point oo du bord >. Soient

B!, = [ ¢"(Bly): MHaq, = Gal(Q,/Q).

n>0
On démontre alors [28] qu’il existe un isomorphisme de représentations de
B— (Q; Qp)
=( 7 qr

O(En)% =~ (B, @qy M(m))"¥ @4,
ot  : B — Q est le caractere 0 ((§5)) = 9. Précisons simplement que l'ac-

tion de (Z; 0) sur le terme de droite se fait a travers l’action naturelle de

01
I' = Gal(Q;°/Qp), via I'isomorphisme (ZOP ?) ~ T" induit par le caractere cy-
clotomique. L’action de (g ?) correspond & ’action du Frobenius sur (]~3r+ig®Q2r

M (7)™ . Notons aussi que tous les objets dans I’énoncé précédent ont un
sens pour GLa(F'). On peut naturellement se demander si c’est plus qu’une
coincidence.
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1.4. Plan de l’article. L’enchainement des chapitres de ce texte suit essen-
tiellement le cheminement de la preuve esquissée ci-dessus, dont nous reprenons
les notations. La construction du morphisme ® : (IT2%/T115¢)* — O(X%,,)” est
I’objet de la section 5. Les deux chapitres précédents contiennent des résultats
préliminaires a cette construction : description de la tour de Drinfeld et pro-
priétés de l'action des groupes G et D* sur la tour (section 3); théoreme
d’uniformisation p-adique (section 4), rappels sur les formes automorphes sur
les algebres de quaternions (section 4) et enfin le calcul de la w-partie de la co-
homologie de Rham a supports compacts des revétements de Drinfeld qui sera
utile plus tard. La preuve du théoréme de compatibilité local-global (d’apres
Emerton) est repoussée en appendice. Le chapitre 6 est constitué de quelques
rappels standard sur la théorie des (¢, I')-modules, tandis que le chapitre 7
contient des rappels, moins standard et fondamentaux pour la suite, sur la
correspondance de Langlands p-adique : en particulier, la description de 'ac-
tion infinitésimale de G sur les vecteurs localement analytiques et la théorie
du modele de Kirillov de Colmez. Ces résultats sont pleinement utilisés dans
la section 8 pour construire II(m,0), puis dans la section 9 pour munir II(7, 0)*
d’un opérateur 0 et d’une structure de O(f2)-module. La démonstration de la
surjectivité de ® est alors possible et exposée dans le chapitre 10. La fin de la
preuve des théoremes principaux est I’'objet du chapitre 11 et fait encore appel
aux résultats du chapitre 7. Enfin, la section 12 contient quelques corollaires
et une question.

1.5. Remerciements. Nous tenons a remercier chaleureusement Christophe
Breuil, qui nous a expliqué sa conjecture avec Matthias Strauch et a suivi nos
progres avec intérét et attention. Il est évident que cet article n’aurait jamais
vu le jour sans les articles monumentaux [17], [30] de Pierre Colmez et Mat-
thew Emerton. Nous remercions Pierre Colmez et Laurent Fargues pour des
longues et fréquentes discussions, ainsi que pour leurs suggestions et encou-
ragements : en particulier la prépublication [14] et une remarque de Fargues
ont joué un role décisif dans 1’élaboration de ce travail. Pour des discussions
utiles, nous tenons également a remercier Konstantin Ardakov, Elmar Grosse-
Klonne, Vincent Pilloni, Peter Scholze, Matthias Strauch, Jared Weinstein, et
tout spécialement Benjamin Schraen. G.D. voudrait remercier I'THES (en par-
ticulier Ahmed Abbes et Benjamin Schraen) et le M.S.R.I. pour les excellentes
conditions de travail, ainsi que ’A.N.R Percolator pour le financement. Nous
remercions enfin le rapporteur pour la lecture attentive et pour bon nombre
de remarques qui ont permis de clarifier et de corriger certaines assertions.

2. Notations et conventions

(1) On fixe une cloture algébrique Qp de Q) et on note C, son complété.
Toutes les extensions de Q,, considérées dans la suite seront a l'intérieur de C,,.
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On note Q2 'unique extension non ramifiée quadratique de Q,, et on note Qp
le complété de 'extension maximale non ramifiée Q" de Q, dans Q,. Pour
n > 1, on note Fy, = Qp(ppn) et Q7Y le complété de la réunion des F,. On
pose, enfin,

dq, = Gal(Qy/Qp), MHq, =Gal(Qy/Qy), T =Gal(Qy/Qy).

(2) Dans tout le texte, G = GL2(Q,). On note Gg = GLa(Z)) et G, = 1+
p"Ma(Z,), pour tout n > 1. On note aussi B le sous-groupe de Borel (supérieur)
de G et P = (%; Q1P> le mirabolique. Enfin, on pose g = gl, = Lie(G) et on
considere la base de g donnée par

at=(§0), a =), u=(05, v =(
On note h =a™ —a~ € U(g).

(3) On fait la convention importante que toutes les actions de G seront a
gauche. En particulier, si G agit sur un espace rigide analytique (ou un schéma)
X, on transforme ’action naturelle a droite de G sur les sections globales d’'un
fibré G-équivariant sur X en une action & gauche (via I’anti-involution g — ¢g~*

de G).

(4) On note D 'unique algebre de quaternions non déployée sur Q,, (a iso-
morphisme pres), Op son unique ordre maximal, Dy = O}, et D, = 1+p"Op,
pour tout n > 1. Fixons, une fois pour toutes, un plongement de Q2 dans D.
Soit wp une uniformisante de Op telle que

Op = Z,2[wp], wh =p, et wpr=o(x)wp, Ve Q,2,

ou o est le Frobenius de Q2.

(5) La représentation supercuspidale 7, de caractere central trivial et
définie sur une extension finie L de Q, (qui grandira selon les besoins...) sera
fixée une fois pour toutes. La représentation irréductible de D* attachée a w
par la correspondance de Jacquet-Langlands locale sera notée p = JL(7). Noter
que p est aussi a caractere central trivial.

(6) Si X est un espace rigide analytique sur Q,, on note O(X) = L ®q,
H(X,0x) et Q1(X) = Loq, H(X, Q). Méme convention pour Hgp (X) (on
n’utilisera la cohomologie de de Rham que pour des espaces rigides analytiques
lisses et Stein).

(7) Soit X est une variété analytique p-adique avec action localement
analytique de G. Si V est un Z,-module topologique, on note C°(X, V') (resp.
LC(X,V)) T'ensemble des fonctions continues (resp. localement constantes)
¢ : X — V. On note simplement C°(X) (resp. LC(X), resp. LA(X)) au
lieu de C%(X, L) (resp. LC(X, L), resp. les fonctions localement analytiques
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¢ : X — L). Tous ces espaces de fonctions sont munis d’actions naturelles (a
gauche) de G.

(8) Si H est un groupe de Lie p-adique, on écrit D(H) pour l'algebre des
distributions sur H a valeurs dans L. C’est le dual topologique fort de LA(H).

(9) Si B est une L-représentation de Banach de G, on note B*" (resp.
B8 resp. B'55¢) le sous-espace de B formé des vecteurs v tels que I’application
G — B, g — g.v soit localement analytique (resp. localement polynomiale,
resp. localement constante). Si Alg(G) est l'ensemble des (classes d’isomor-
phisme de) représentations algébriques irréductibles de G définies sur L, alors
Bag est I'image du morphisme naturel (injectif)

B W oL Homg(W,B*) — B,
WeAlg(G)

ot g = Lie(Q), alors que B¢ est le sous-espace (B2)9=0 de B2 des vecteurs
tués par tout élément de g. Enfin, si K, est un sous-groupe ouvert compact de
G, on note By, a1z 'image du morphisme

& W oL Homg,(W,B) — B.
WeAlg(G)

(10) Soit K'/K une extension finie galoisienne (K et K’ étant des exten-
sions finies de Q,), et soit L une extension finie de Q,, telle que [Homq, (Kj, L)|
= [K{ : Qp), ou K, désigne I'extension maximale non ramifiée de Q, dans K'.
Soit WDy /i la catégorie des représentations de Weil-Deligne (r, N,V) de
W(Q,/K) sur des L-espaces vectoriels de dimension finie, telles que r soit
non ramifiée en restriction & W(Q,/K’). Fontaine [35] (voir aussi [8, Ch. 4]
pour un résumé) a défini un foncteur de la catégorie des (¢, N, Gal(K'/K), L)-
modules2° vers WD /K> qui est une équivalence de catégories grace a 8,
Prop. 4.1]. Si on combine cela avec la correspondance de Langlands clas-
sique, on en déduit une recette attachant a des (classes d’isomorphisme de)
représentations lisses irréductibles de GL,,(K') des (classes d’isomorphisme de)
(¢, N,Gal(K'/K), L)-modules (pour certains K’). En partant de la supercus-
pidale 7 de GL2(Q,) fixée et en tensorisant par Q" au-dessus de K (pour
K = Q, et un choix convenable de K'), on en déduit un (¢, Gq,)-module
M (7), qui jouera un role important dans cet article.

20. Ce sont donc des Kj ®q, L-modules libres de type fini avec un Frobenius bijectif
semi-linéaire, un opérateur linéaire (nilpotent) N satisfaisant Ny = ppN et une action semi-
linéaire (par rapport & Kg) de Gal(K'/K), commutant & ¢ et N.
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3. Revétements du demi-plan de Drinfeld et fibrés vectoriels

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de résultats relative-
ment standard sur la tour de Drinfeld et nous établissons le caractere loca-
lement analytique de l'action de G sur O(%,,), ainsi que le caracteére lisse de
la G-représentation H, éR,c(En)' Le lecteur pourra consulter [4], [22], [29], [33],
[58] pour plus de détails concernant la tour de Drinfeld.

3.1. L’espace de Drinfeld et ses revétements. Soit S un Zp—schéma. Un
Op-module formel spécial sur S est un groupe formel p-divisible X sur 5,
de dimension 2 et hauteur 4, muni d’une action de Op telle que l'action in-
duite de Z,2 sur l'algebre de Lie de X fait de celle-ci un Og ®z, Z,2-module
localement libre de rang 1. Il existe une unique classe de Op-isogénie de Op-
modules formels spéciaux sur Fp. Fixons un tel Op-module formel spécial X.
Le foncteur des déformations de X par quasi-isogénies Op-équivariantes 2! est
représentable [58] par un schéma formel p-adique sur Zp. On note M la fibre
générique rigide de ce schéma formel. Un théoreme fondamental de Drinfeld
[29] fournit un isomorphisme

,/\u/lo ~ Q X Z,
ot ) = Q®QPQP et Q) est le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q,
dont les C,-points sont
Q(C,) = PI(C,) - PH(Qy).
L’espace M est muni d’une action & gauche de G donnée par

9-(X,p) = (X,pog™t),
qui correspond par l’isomorphisme de Drinfeld & I’action usuelle par homogra-
phies de G sur le demi-plan et au décalage par —v,(det g) sur Z, ainsi que d’une
donnée de descente & la Weil 22
au composé de la donnée de descente canonique et du décalage par 1. Elle n’est

, qui correspond via l'isomorphisme de Drinfeld

donc pas effective, mais pour tout entier ¢ > 0, cette donnée de descente sur
le quotient p‘% \Mo de My par l'action de 1’élément p' du centre de G devient
effective. En prenant ¢ = 1, on obtient un modele g de pZ\MO sur Q.

Soit X" le groupe p-divisible rigide universel sur Mo. Sin > 1, on définit

Mn — Xun[pn] o Xun[w%nfl]‘

21. Il s’agit du foncteur qui a .S un Zp-schéma sur lequel p est nilpotent associe ’ensemble
des classes d’isomorphisme de couples (X, p), avec X un Op-module formel spécial sur S et
p une quasi-isogénie Op-équivariante entre Xg et Xg; ici S est le sous-schéma fermé de S
défini par p = 0.

22. Pour mémoire, une donnée de descente a la Weil sur un schéma X sur Zp est un
isomorphisme de schémas X — 0, X = X Oz,.0 Zp sur Zm ou o est le Frobenius.
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C’est un revétement étale galoisien de My de groupe de Galois 05 /(1+4p"Op).
Une fois encore, son quotient par I’action de pZ descend & Q, pour tout ¢t > 0.
Pour ¢t = 1, cela fournit un modele X, de pZ\Mn sur Q. Il est muni d’actions
a gauche de G et a droite de D*, qui commutent.

3.2. Quelques rappels sur les espaces Stein. Nous renvoyons le lecteur a
[39], [38], [47], [60] pour les preuves des résultats énoncés dans ce paragraphe.

Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discrete,
et soit X un espace rigide Stein sur K. Rappelons que cela veut dire que X
admet un recouvrement croissant admissible (X, ),>0 par des ouverts affinoides
tels que O(Xp4+1) — O(X,,) soit d’image dense pour tout n. Dans ce cas, la
fleche naturelle O(X) — lim O(X,,) est un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques, ce qui fait que O(X) est naturellement un K-espace de Fréchet
(c’est en fait une algebre de Fréchet-Stein au sens de Schneider et Teitelbaum
[63]). Le théoreme de Kiehl [47] montre que les faisceaux cohérents sur X n’ont
pas de cohomologie en dégré > 0.

Supposons en outre que X est lisse. D’apres le théoreme de Kiehl men-
tionné ci-dessus, la cohomologie de de Rham de X se calcule comme la coho-
mologie du complexe des sections globales du complexe de de Rham de X. De
plus, les différentielles d% : QF(X) — QF*1(X) sont des morphismes stricts
d’image fermée. En particulier, les groupes de cohomologie de de Rham de X
sont des espaces de Fréchet (voir [39, cor. 3.2] pour tout ceci). Si d = dim X,
alors H¥(X, F) = 0 pour tout fibré F sur X et tout & < d. On définit alors

H gﬁfé(X ) comme le k-éme groupe de cohomologie du complexe

s = HY(X,0F) —» HY(X, QMY — ...

La dualité de Serre pour les variétés Stein [13] montre que ce complexe est dual
du complexe des sections globales du complexe de de Rham de X, tordu par
Q4(X). Cela permet de montrer [38, th. 4.11] que si X est pure de dimension
d, alors pour tout k on a des isomorphismes canoniques

H&R(X) = Hgg{,_ck(X)* et H(]iCR,C(X) = H(%g{_k(X)*v

les duaux étant topologiques (comme toujours dans cet article). La preuve de
[39, cor. 3.2] montre que pour tout k ’espace vectoriel topologique H, C’fR(X )
est isomorphe & la limite inverse d’une suite (V},),, d’espaces de dimension finie
sur K. En particulier H (’fR(X ) est un Fréchet réflexif et son dual topologique
Hgéjck(X ) est la limite inductive des V;*. On en déduit que H¥:(X) est aussi
le dual algébrique de Hg‘é—ck(X ). Puisque © est un espace Stein, 2 il en est de
meéme de Y et puisque E;I est un revétement étale fini de g, on obtient la

23. Voir la discussion suivant la proposition 3.1 pour une explication de ce fait standard.
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ProrosiTiON 3.1. Pour tout n > 0, [’espace rigide X, est un espace
Stein.

Notons 7, la composée du morphisme »,, — Y et de la rétraction de
Yo sur I'arbre de Bruhat-Tits, dont on fixe I'origine en le réseau standard et
B; la boule centrée en l'origine de rayon i dans l'arbre. Alors la famille des
U; = 7, (B;) (n est sous-entendu dans la notation) forme un recouvrement de
Stein de %,,. De plus, U; est stable par I'action de G; = 1 + p'My(Z,) pour
tout ¢ > 1.

3.3. Le caractére localement analytique de O(X,)*. Soit n > 0 et k € Z.
On note O(k)(X,,) I'espace des fonctions rigides analytiques sur ¥,, muni de
l’action de G

1
g-f:m'(g-f% si g=(83)€G

ou g.f (dans le terme & droite) est l'action naturelle de g € G sur O(%,)
déduite de action de G sur 3,. On a utilisé la structure naturelle de O(Q2)-
module de O(%,,) pour donner un sens a la multiplication par m € 0(Q).
Comme ¥, est Stein, O(k)(X,) est espace des sections globales d’un fibré
G-équivariant sur X, noté O(k).

Notons qu’en tout niveau le faisceau O(2) ® det est simplement le faisceau
des différentielles Q' : on le voit facilement en niveau 0 et en niveau plus grand
le faisceau Q' est simplement le tiré en arriere du faisceau Q' en niveau 0,

puisque le revétement est étale.

THEOREME 3.2. L’action de G sur O(k)(X,)* est localement analytique,
pour tout k € Z. De maniére équivalente, O(k)(X,) est un D(G)-module
séparément continu pour tout k. En particulier, H}g(3,) est un D(G)-module
séparément continu.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que O(%,) est un D(G)-module
séparément continu, le reste s’en déduit facilement.

Soit g1, ...,g4 une famille génératrice minimale de Gy = 1 + p? M (Z,).
Notons pour o = (avg,...,a4) € N*

b = (g1 — 1) - (g1 — 1) € Z,[Ga).

Les éléments de D(G2) (l'algebre de distributions sur G a valeurs dans L)
s’écrivent de manieére unique
A= anb”

aeN*
avec aq € L et limg—so0 vp(a)+7]a| = 00 pour tout r > 0, ot || = a1+ - -+ ou.
On veut montrer que an,b®f tend vers 0 dans O(X,) pour toute telle suite
(aa)a et tout f € O(X,). Considérons le recouvrement de Stein (U;);>o de X,



340 GABRIEL DOSPINESCU et ARTHUR-CESAR LE BRAS

introduit apres la proposition 3.1, chaque U; étant stable sous ’action de Gj.
Comme O(%,) = l&nl O(U;), il suffit de démontrer que pour chaque 7 fixé a,b® f
tend vers 0 dans O(U;) pour tout f € O(%,,). (Noter que b f € O(%,,) C O(U;)

pour tout a.) Comme

D(Gy)= @ D(Giy,
geGi\GQ

et G \ G2 est fini on se ramene (en travaillant séparément avec chaque d,f =
g.f) & démontrer que O(U;) est un D(G;)-module topologique (ce qui a un
sens, puisque G; agit sur U;).

Soit b$ I'analogue de b pour G; (i.e., b8 = (gi1 — 1)* -+ (gia — 1)™, ol
gi,; forment une famille génératrice minimale de G;) et soit Dj,(G;) le complété
de D(G;) pour

Lo

A= " aab?lln = sup laalp #"
P (e}

Nous allons montrer que 1'on peut trouver h tel que l'action de G; sur O(U;)
s’étende en une structure de Dj(G;)-module topologique, ce qui suffira pour
conclure.

Soit g = Lie(G;) et soit X1, ..., X, une base de g. On note

X =Xx0.X3 e Ulg).

D’apres un résultat de Frommer [37, 1.4, lemma 3, cors. 1, 2, 3], Dy (G;) est un
module libre de type fini (& gauche et a droite) sur I’adhérence Up(g) de U(g)
dans Dy (G}), et a une base formée d’éléments de Z,[G;]. De plus, les éléments
de Up(g) s’écrivent de maniere unique A = Y, ao X%, avec vp(aq) —cpla| — oo,
ou ¢y, > p"~! ne dépend que de h.

LEMME 3.3. L’action de G; sur O(U;) est différentiable : pour tout X € g
et f € O(U;) la limite

existe dans O(U;). Cela munit O(U;) d’une structure de g-module, et f — X.f
sont des endomorphismes continus du L-Banach O(U;) (muni de la norme
spectrale).

Démonstration. Le morphisme étale fini ¥,, — Y induit un morphisme
étale fini G;-équivariant m : U; — Up ;, ot Up; est 'analogue de U; en niveau 0.
Le lemme précédent se vérifie sans aucun mal sur O(Up;), qui est donc muni
d’une structure de g-module. Notons 0y la dérivation continue de O(Uy;) at-
tachée & X € g. Comme 7 : U; — Up,; est fini étale, cette dérivation s’étend
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de maniere unique en une dérivation continue de O(U;), que nous notons en-
core Ox. Nous allons montrer que pour tout f € O(U;)

. e f
lim —

n—oo p

= 0xf,

le lemme s’en déduisant sans mal. Notons g, = e?"'* € Gy, fn = gn.f € O(U),
et soit P = X%+ ag_1 X% ! + ... 4 ag le polynéme minimal de f sur OUo,q).
Comme g,,.P(fn) = gn-(P(f)) = 0, on obtient

P(fn) = P(f) + (gn-P — P)(fn) =0

On divise cette relation par p™ et on fait n — oo, en utilisant le fait que

limy, o0 g"';;_P = Ox(P) puisque les a; sont dans O(Up;) et limy, o0 fr, = f

(cela découle de la continuité de I’action de G;, qui se déduit grace au théoreme
d’Elkik - voir [66, lemma 2.5] - de I’énoncé analogue en niveau 0 et du fait que
Y, — X est un revétement fini étale). Comme de plus

on en déduit que lim,,_, f ’;;f existe et
P'(f) lim fn—f +0x(P)f = 0.

n—00 pn
Mais en appliquant Oy & la relation P(f) = 0 on obtient aussi

P'(£)dx(f) + 9x(P)(f) = 0.

En comparant les deux formules et en utilisant le fait que P'(f) # 0 (puisque
le revétement est étale), le résultat s’en déduit. U

Revenons a la preuve du théoreme 3.2. on dispose de quatre connexions
continues dx; sur le Banach O(U;). Elles sont toutes C-lipschitziennes pour un
certain C' > 0. Ainsi, la norme de l'opérateur continu X% sur O(U;) (déduit
de la structure de U(g)-module donnée par le lemme) est majorée par C¢
pour tout a € N%. Donc, si p"/2 > C, alors S0 0o X* converge faiblement
dans O(U;), ce qui permet de conclure que pour h assez grand Dp(G;) agit
continument sur O(U;). Cela permet de conclure. O

Remarque 3.4. Le méme argument s’applique aux revétements du demi-
espace de Drinfeld en toute dimension, en utilisant [64, Prop. 1].

3.4. Numérologie et lissité de H(}Rﬁ(En). Rappelons que 'on utilise la
base

a"=(§8), a =), uv"=(), v =0
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de g = Lie(G). Soit z < la > coordonnée sur Q. La trivialisation Q(3,) =
O(X,,)dz induit une application

d _
=1 0(a) 5 O(Sy), df = —dz Vf € O(Z).

L’énoncé peu appétissant suivant sera utilisé tres souvent dans la suite.

LEMME 3.5. Soit 0 : O(%,) — O(%,) Uopérateur®* de multiplication
par z. On a les formules suivantes pour ’action de l’algebre de Lie :
(a) sur O(k)(Zn),

at =uto+1-k, o =-0ut, u =-0%ut +ko;
(b) sur O(k)(X2,)*,
at=out+k—1, o =—-utd, u =—-kd—utd?
(c) sur QY(X%,)*,
at =out, o =-0ut, u =-0%u".
De plus, on a Ou™ — ut0 = 1 sur tous ces espaces, et u™ = —d%, sur

O(%,).

Démonstration. L’égalité Out — utd = 1 est immédiate, car u™ est une
connexion telle que u™(z) = —1. Le b) découle directement de (a) (ne pas
oublier que (X1,v) = — (I, Xv), si X € gly, | € O(k)(X,)* et v € O(k)(X,)).
Le ¢) découle de b), du fait que Q'(3,)* ~ O(2)(Z,)* ® det ! et de 1'égalité
20 +ut0? = 0%uT (appliquer deux fois I'identité dut — utd = 1).

Il reste donc a démontrer le (a), et il suffit de le faire pour £ = 0. Si
n = 0, il s’agit d'un exercice amusant ?° laissé au lecteur. Dans le cas général,
on utilise le fait que X, est un revétement étale de >g. Toutes les égalités
ci-dessus sont des égalités entre des dérivations continues sur O(%,,), qui sont
valides sur O(Xy); elles sont donc valables sur O(3,,) tout entier. L’égalité
ut = —4 sur O(2,) se démontre de la méme maniére. 0

Une conséquence facile du lemme précédent est la proposition suivante.
Nous remercions Pierre Colmez pour ’argument simple et élégant ci-dessous.

PROPOSITION 3.6. La G-représentation H5R7C(En) est lisse.

24. Le lecteur trouvera certainement étrange d’appeler cet opérateur 0. Nous verrons plus
loin qu’il est relié & une connexion 9 sur les (¢, I')-modules.
25. ou pas... Se rappeler que action de G sur O(Q2) est donnée par

(nHE=1(E=0).

a — Cz
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Démonstration. Puisque ut = —4 sur O(L,) et que H5R7C(Zn) est le dual
de QL(2,)/d(O(E,)), on voit qu’il suffit de montrer la lissité de (Q1(%,,)*)* =0,
Mais Q1(3,,)* est une G-représentation localement analytique (théoreme 3.2)
et le point c¢) du lemme précédent montre que tout élément de Q' (3,,)* tué par
u™ est en fait tué par gly, et donc il est lisse. Cela permet de conclure. ([

Remarque 3.7. Comme nous ’a fait remarquer le rapporteur, si un groupe
de Lie p-adique G agit de maniere localement analytique sur une courbe ana-
lytique lisse Stein X, alors H CllR (X)) est un G-module lisse. Le point crucial
est 'identité 7

(X.f)dg = (X.g)df
valable pour des fonctions analytiques f, g sur X et pour X € Lie(G). Elle se
démontre en calculant les deux cotés explicitement en termes d’une coordonnée
locale z (les deux termes valent alors %%(%.z)dz, comme le montre un calcul
direct). Cela permet d’obtenir 'identité

X.(fdg) = d(f - (%.9)),
qui montre que X.Q(X) C dO(X) et permet de conclure.

4. Uniformisation p-adique et cohomologie de de Rham

On fixe dans la suite un entier n tel que p = JL(7) se factorise par
D*/(1+p"Op). Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.
Sa démonstration devrait s’adapter assez facilement & d’autres situations.

THEOREME 4.1. On a

\Y%

dimy, Home (Hgg o(En)” , 7) = 2.
De maniére équivalente,
dimy, Homg(7*, Hiz (2,)") = 2.

La preuve de ce résultat se fait par voie globale : elle utilise le théoreme
d’uniformisation de Cerednik-Drinfeld des courbes de Shimura par les revé-
tements de Drinfeld et est directement inspirée du calcul de la cohomologie
¢-adique de certains espaces de Rapoport-Zink par Harris [41] et Fargues [32].

Nous allons voir plus loin que I'on a en fait un isomorphisme

Hig(Z,)P ~ % @ ¥,

mais cela demande plus de travail : I'argument global utilisé permet de démon-

trer facilement qu’il n’y a pas d’autre représentation de la série discrete (ainsi
que beaucoup de séries principales) parmi les sous-quotients de H, éR C(En)f’v,

26. On en construira en fait un raisonnablement canonique.
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mais il ne semble pas facile d’exclure la présence de n’importe quelle série
principale avec ce genre d’argument (dans le cas ¢-adique, ce genre de difficulté
est contourné en utilisant l'isomorphisme de Faltings-Fargues [31], [33]; cela
semble plus délicat dans notre situation, mais c’est effectivement ce qui est
fait dans [19], ot le résultat est démontré avec GL2(Q,) remplacé par GLy(F),
avec F' une extension finie quelconque de Q).

Remarque 4.2. (a) La cohomologie de de Rham de € vue comme représen-
tation de G (méme en dimension quelconque) a été calculée par Schneider et
Stuhler, de Shalit, Orlik, par des méthodes diverses et variées; cf. [60], [23],
[54]. Leur preuve ne s’adapte pas en niveau supérieur, mais a la vertu de ne
pas faire appel a la théorie automorphe.

(b) Pour le revétement de la tour de Drinfeld de niveau 1+wpOp, le calcul
de la cohomologie de de Rham est nettement plus simple grace a l'existence
d’un modele formel explicite [70]. (Voir [55] pour les détails.) En particulier,
pour ce revétement le théoréeme précédent admet une preuve purement locale,
qui fournit d’ailleurs un isomorphisme H}g (3,)? ~ 7* & 7*.

4.1. Formes modulaires quaternioniques classiques et p-adiques. Soit B
une algebre de quaternions sur Q, non ramifiée en p et ramifiée a I'infini. On
regarde B* comme un groupe algébrique sur Q (donc B*(R) = (R ®q B)*
pour toute Q-algebre R). On fixe une identification B*(Qp) ~ (&, ainsi qu’un
sous-groupe ouvert compact K? de B* (AI}). On suppose que K? =[]y, Ky,
ott K est un sous-groupe ouvert compact de B*(Qy), et on suppose qu'’il existe
au moins un premier ¢y tel que Ky, soit sans torsion.

Définition 4.3. On note
X = X(K?) = B*(Q)\B"(Ay)/K”
et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de G, on note

X(K,) = X/K, = B*(Q)\B*(Ay)/K"K,.

L’espace X est la limite projective des ensembles finis X (K,). Il est muni
d’une action naturelle (& droite) de G. L’espace C°(X) est I’espace des formes
automorphes p-adiques pour le groupe B*. On va voir tout de suite que c’est
un espace vectoriel topologique tout a fait raisonnable. Le résultat suivant est
standard et nous laissons sa preuve au lecteur.

LEMME 4.4. L’ensemble B*(Q)\B*(A?)/Kp est fini. Ecrivons

B*(A)/K? = ]_[ B*(Q)yi,
=1
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et notons Ty le stabilisateur de y; dans B*(Q), vu comme un sous-groupe de
G~ B*(Qp). Alors T'; est discret cocompact dans G et on a un isomorphisme
de G-modules topologiques

X =]]T:\G.
=1

En particulier X est une variété analytique p-adique compacte et ’action
de G y est localement analytique.

Venons-en maintenant au lien avec les formes automorphes classiques (1’ar-
gument est tout a fait similaire & celui de [69, § 1]). Rappelons que Alg(G)
désigne l'ensemble des (classes d’isomorphisme de) L-représentations algéb-
riques irréductibles de G. Fixons W € Alg(G) et notons Ak, (W) I'espace des
fonctions continues f : X — W telles que f(wk) = k~.f(x) pour tous z € X
et k € K, (on peut y penser comme 'espace des formes automorphes p-adiques
de poids W et de niveau KPK)).

LEMME 4.5. Il existe un isomorphisme canonique
Homy, (W*,CO(X)) ~ Ak, (W).
Démonstration. On a des isomorphismes canoniques
Homp, (W*,C°(X)) = (W*)*®LC%(X))" = (WeLC(X))™ ~ (X, W),

En suivant les actions de K, on voit que le dernier espace est précisément
Ak, (W), ce qui permet de conclure (notons que l'inverse de cet isomorphisme
envoie simplement f € Ag, (W) sur ¢y € Homg, (W*,C°(X)) défini par
dr()(x) =1(f(x))sile W* et x € X). O

Fixons une fois pour toutes un isomorphisme ¢ : (Tp ~ C, ce qui induit un
plongement L — C (en se rappelant que 'on a fixé un plongement de L dans
@). Alors Wy, = W ®p, C devient, via I'isomorphisme ¢, une C-représentation
de B*(C), et donc de B*(R) aussi.

On note Aut(K?K,,) I'espace des fonctions lisses & valeurs complexes sur
B*\B*(A)/K,KP" (ce sont les formes automorphes classiques de B*(A), de
niveau KPK,,). Cet espace admet une action naturelle de B*(R), via l’action
a droite de ce groupe sur B*\B*(A)/K,K?.

LEMME 4.6. On a un isomorphisme canonique
Ak, (W) @1, C =~ Homp.g)(Wi,, Aut(KPKp)).

Démonstration. Nous allons nous contenter de décrire la fleche en ques-
tion. Si f € Ag, (W), on I'envoie sur ¢y € Hom g. gy (W5, Aut(KPK,)) défini
par

dr(1)(9) = Uga -(gp-F(9°) @ 1)),
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si g =(gg)g = goo - g € B*(A) et | € WZ. Un exercice standard montre que
f = ¢y est un isomorphisme. O

La discussion précédente entraine alors directement le résultat suivant. (I
suffit de remplacer W par W* dans ce qui précede.)

LEMME 4.7. Soit W € Alg(G) et v : Q, ~ C. On a un isomorphisme
canonique

Homi, (W C'(X) &1, C = @ =",

la somme directe portant sur les représentations automorphes m = 7o @ 7y de
B*(A) telles que Too ~ Woo. Ainsi,

CO(X)Kp—alg L, C~ @ @ Woo ® 7T
WEAlg(G) Too~Woo

Rappelons que si B est une algebre de quaternions sur Q, dont on note
S(B) l'ensemble (fini) des places de ramification, la correspondance de Jacquet-
Langlands globale met en bijection naturelle © — 7’ les représentations auto-
morphes (de dimension infinie) sur B*(A) et les représentations automorphes
sur GLa(A) telles que ), est dans la série discréte pour toute place v € S(B).

4.2. La w-partie de la cohomologie de de Rham a supports de ¥,. Soit
B une algebre de quaternions sur Q, déployée a l'infini et de discriminant
pl, ol ¢ est un nombre premier différent de p fixé. 2" Fixons un isomorphisme
B®qQp ~ D, ainsi qu'un sous-groupe compact ouvert K = K. K? de B*(Ay),
avec K, = 14 p"Op. A ces données correspond une courbe de Shimura Shg
sur Q, classifiant des surfaces abéliennes avec action de Op et structure de
niveau K. Les C-points de cette courbe sont donnés par

Sh (C) = B (Q)\(X x B*(Ay)/K),

ou B*(Q) agit sur X = C\ R via le plongement B*(Q) — B*(R) ~ GL2(R)
et I'action naturelle de ce dernier groupe sur X.

Nous allons voir dans la suite Shg comme une courbe sur Q,, i.e., nous
allons écrire Sh au lieu de Shxg ®q Q. Le théoreme d’uniformisation s’énonce
alors ainsi ?® (pour une démonstration, cf. [5, Theorem 3.1]).

THEOREME 4.8 (Cerednik-Drinfeld). Si K? est suffisamment petit, il existe
un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur Q,, compatible avec les

27. Ceci simplement pour fixer les idées et appliquer tels quels les résultats du para-
graphe 5.1.

28. Rappelons que M., est Iespace de Rapoport-Zink de niveau 1 4+ p"Op attaché a un
Op-module formel spécial sur F,, ; cf. I'introduction.
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données de descente a la Weil
B*(Q)\ (Mn x B*(A})/KP) ~ (Shk ®q, Q)™

ou B désigne l’algébre de quaternions sur Q isomorphe ¢ B hors de {p, >},
non ramifiée en p et ramifiée en oco.

On se place maintenant dans le cadre de la partie 4.1, et on utilise les
notations du lemme 4.4 (avec un sous-groupe KP? C B*(A?) suffisamment
petit). Le choix des y; induit un isomorphisme

-
[TTAM, = B (Q)\ (M, x B*(AD)/K?),
i=1
Soit N tel que p?v € I'; pour tout 4, soit ./\>ln7N = pNZ\Mn et soit X, y la
descente a Q,, de pv Z\Mn, via la donnée de descente a la Weil. La suite exacte
de Hochschild-Serre [60, par. 5] pour le revétement galoisien My, x — T\ M., x
et la compatibilité de 'isomorphisme de Cerednik-Drinfeld avec la donnée de
descente a la Weil fournissent une suite spectrale

EYT =[] H? (T, HiR (Znn)) = HEH(Sh).

Puisque H§R(En, ~N) est le dual algébrique de H, §§,’Z(En, ~N), la suite spectrale
précédente se réécrit

HExtp H3p% (Snw), 1) = HYEY(Shg).

Le groupe I'; étant discret et les G-représentations H quc(zn, ~N) étant lisses
(cela est trivial si ¢ = 0 ou ¢ = 2, et découle de la proposition 3.6 si ¢ = 1), la
réciprocité de Frobenius (lisse) permet d’écrire

HExtp AL HExtp Rt (Sn), Indf 1).
Enfin, en remarquant que par deﬁmtlon

f[ Indf 1 = LC(X (KP)),

i=1
on obtient une suite spectrale
EP(KP) = Extl (Hap (L), LO(X (KP))) = HEL9(Shi).

On vérifie que cette suite spectrale ne dépend pas du choix des représen-
tants y; [32, prop. 4.3.11]. Le groupe D* agit sur les groupes EYY(KP) ainsi
que sur ’aboutissement de la suite spectrale, puisque le sous-groupe 1+ p"Op
est distingué dans D*, et la suite spectrale est D*-équivariante (cela se vérifie
comme dans [32, lemmes 4.3.13, 4.3.14]).
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Regardons maintenant la composante p-isotypique de la suite spectrale
obtenue. Notons que H, (lfR,C(En, NP =H ZfR’ (2n)?" puisque le caractére central
de p est trivial. Comme p n’est pas de dimension 1, H§R7C(ZR7N)F’V est nul
sauf pour £ = 1. (En effet, D* agit par la norme réduite sur I’ensemble des
composantes connexes géométriques de X, : cela se déduit des résultats de
Strauch [68] pour la tour de Lubin-Tate et de l'isomorphisme de Faltings-
Fargues [31], [33], méme s’il est probable qu'un argument plus simple existe.)
La (p-partie de la) suite spectrale dégénere donc trivialement et donne un
isomorphisme

(2) Home(Hig o(Sn)”, LO(X (K?))) = Hig (Shi)?

compatible au changement de niveau KP, ce qui fournit un isomorphisme
B* (A? )-équivariant

3) lim Home (g ()", LO(X(K?))) ~ ling H}p,(Shi)”.
KP KPp

Du théoreme 5.5, on déduit?® en particulier l'existence d’une forme modu-
laire quaternionique f de poids 2 pour le groupe B*, telle que si 7(f) est la
représentation automorphe de B*(A), m(f), = 7. Rappelons que B*(A?) o~
B*(A?) et que 'on peut donc voir 7(f)? alternativement comme une représen-
tation de I'un ou lautre groupe. On a alors d’une part (en utilisant le lemme 4.7
pour W triviale)

lim LO(X (K7)[n(f)"] = =

KP
et (en utilisant des théoremes de comparaison standard)

lim Hlp (Shy)?[r(f)7) = E,
KP

ou E est de dimension 2. La composante 7( f)P-isotypique de 1’égalité (3) s’écrit

donc
Vv

Homg(Hgg o(Sn)”, ) = E.

On en déduit le théoreme 4.1.

5. Construction d’un morphisme G-équivariant

L’objectif de cette section est la preuve du théoreme suivant :

29. Notons que pour le calcul de la cohomologie de de Rham, on a besoin d’un énoncé bien
plus faible que le théoreme 5.5, puisqu’on n’a besoin d’aucune condition sur la représentation
résiduelle. Comme 7 est supercuspidale, il suffirait, pour p > 2, de choisir pour f une forme
donnée par 'induite automorphe d’un caractére de Hecke d’un corps quadratique imaginaire.
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THEOREME 5.1. Il existe I1 € V() et un morphisme G-équivariant continu
non nul

$ : (I /I1)* — O(S,,)".

Nous verrons plus tard que le terme de gauche ne dépend pas du choix
de IT € V(7), que ® est automatiquement un isomorphisme et qu’il est unique
a scalaire pres, mais cela cottera nettement plus cher. Tout comme le calcul
de la cohomologie de de Rham dans le paragraphe précédent, 'argument re-
pose sur le théoreme d’uniformisation p-adique et un ingrédient global, mais
contrairement au chapitre précédent (qui s’applique tel quel & toute extension
finie de Q,), le résultat de compatibilité local-global 5.4, di & Emerton, est
pour l'instant connu uniquement pour G.

5.1. Compatibilité local-global (d’aprés Emerton). Nous rappelons dans
ce paragraphe un résultat de compatibilité local-global pour ’algebre de qua-
ternions B. Comme celle-ci est déployée en p, il suffit de copier I’argument
d’Emerton [30]. Aucune idée nouvelle n’est donc requise. Cependant, comme
les arguments n’ont jamais été écrits stricto sensu pour ces algebres de qua-
ternions, et comme ce contexte permet pas mal de simplifications, nous avons
choisi de les rédiger, pour la commodité du lecteur, dans un appendice.

Nous allons nous placer encore une fois dans le contexte de la section 4.1
et utiliser les notations introduites dans cette section. On fixe un ensemble fini
¥ = ¥(KP) de nombres premiers contenant p et les places ou K7 = [[,., Ky est
ramifié. Si ¢ ¢ ¥, on note H(K,\B(Qy)*/ Ky, Or) 'algebre de Hecke sphérique
correspondante. Cette algebre est isomorphe a Op [Ty, SEH] (Ty resp. Sy étant
la fonction caractéristique de Ky (§9) Ky (vesp. K¢ (§9) Ky)) et agit par des
opérateurs continus sur C°(X (K,,), M) et C°(X, M) pour tout Or-module topo-
logique M et tout sous-groupe ouvert compact K, de G. On note

TE = ®2¢2/H(K€\B(Q€)*/K€a OL)

et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de B*(Q,), on note ’i‘g(Kp)
I'image de Ty, dans Endo, (C°(X(K,),OL)). Enfin,

TE = @ TE(Kp)
Ky

désigne ’adhérence faible de I'image de Ty, dans End@™ (C%(X, Op)). L’algébre
Ty, (Kp) est une Op-algebre commutative, libre de type fini comme Op-module.
L’algebre Ty, est une Op-algebre compacte, réduite, commutative. (Tous ces
résultats sont standard.)

Définition 5.2. (a) Soit ¢ : Ty, — R un morphisme continu d’anneaux
topologiques. Une représentation continue r : Gqx, — GLa(R) est associée a
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¢ si
det(X — r(Froby)) = X? — ¢(Ty) X +£é(Se) € R[X], YL ¢ X.

(b) Une représentation continue 7 : Gqyx — GLa(kr) est dite modulaire
(de niveau modéré KP) si elle est associée a la projection canonique Ty —
Ty /m pour un idéal maximal m de Ty, de corps résiduel kr.

Fixons désormais une représentation modulaire 7 : Gqx, — GL2(kr) (de
niveau modéré KP) et notons m I'idéal maximal correspondant de Ty. On fait
I’hypothese suivante, qui simplifie considérablement les arguments :

HYPOTHESE. La représentation f|gQ est absolument irréductible.
D

Définition 5.3. On note A le complété m-adique de Ty;. Cest une Op-
algebre plate, locale, noethérienne, réduite de corps résiduel ky, facteur direct
de Tx. Si M est un Tx-module, on note M,, = A O, M. Ainsi, M, est
facteur direct de M.

Comme I’hypothese ci-dessus implique en particulier que 7 est irréductible,
il existe, d’apres un théoréme de Carayol [11, th. 3], pour tout K, suffisamment
petit une unique représentation continue

r(Kp) : Gqz — GL?(TE(Kp)m)
associée au morphisme canonique Ty, — T (Kp)m. La représentation
rt = @Tm(Kp)

est alors associée au morphisme canonique Ty, — A et 7™ = T.

Notons MaxSpec(A[1/p]) I'ensemble des idéaux maximaux de A[1/p]. Puis-
que A[l/p] est un anneau de Jacobson, pour tout p € MaxSpec(A[l/p]) le
corps résiduel k(p) de p est une extension finie de L et 'image du morphisme
canonique A — k(p) est contenue dans l'anneau des entiers de k(p). Soit
r(p) : Gq,x — GLa(k(p)) la spécialisation de r™ via A[l/p] — k(p), et soit
II(p) la représentation de Banach unitaire de G attachée a r(p)|gq, via la cor-
respondance de Langlands locale p-adique pour GG. Le résultat de compatibilité
local-global dont nous aurons besoin est alors 3

THEOREME 5.4. Pour tout idéal mazimal p de A[1/p|, on a un isomor-
phisme de représentations de G :

CO(X)[p] ~ I(p)®",

pour un certain entier v > 0.

30. Nous rappelons qu’il est entierement dii & Emerton.
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Démonstration. Voir 'appendice. O

Le théoréeme suivant, dont la preuve est aussi adaptée d’'un argument
d’Emerton [30], nous permettra d’appliquer la théorie globale dans notre situa-
tion. Le lecteur pourra trouver plus de détails dans la preuve du théoreme 5.1
de [7].

THEOREME 5.5. Il existe une forme modulaire quaternionique f de poids 2
pour le groupe B*, telle que si w(f) est la représentation automorphe corres-
pondante de B*(A), 7(f), = 7 ® £ odet, ot € est un caractére non ramifié, et
telle que Ty : Gg — GLg(FT,) soit absolument irréductible en restriction a ng'

Démonstration. Soit o un GLy(Zy)-type minimal de m. Choisissons un
réseau GLg(Zy)-stable oy dans o, et notons oy = 09 ®p, k. Fixons un poids
de Serre W € socgr,(z,)(00)-

LEMME 5.6. Il existe une forme modulaire quaternionique g pour B* telle
que sir: G — GLa(L) est la représentation galoisienne associée a g, alors :
(a) la restriction Ty := Tlgq ~de la réduction (modulo p) T : Gq —
GLy(F,) est absolument irréductible ; et
(b) si 7 est la représentation lisse de G correspondant a T, par la corres-
pondance de Langlands locale modulo p, alors W &€ SOCGL2(ZP)(7?).

Démonstration. On peut supposer W = SymTFf7 pour un certain 0 <
r < p — 1. La description explicite de la correspondance de Langlands locale
modulo p montre qu’il suffit d'imposer que 7, = Indgp2 w’é“, a twist par un
caractere non ramifié pres. Donc il suffit de trouver 7 moﬁulaire telle que 7, soit
cette induite. Soit F' un corps quadratique imaginaire avec p et £ inertes dans F'.
Soit x un caractere de Hecke x de F' tel que 7, = W™ Xeol(2) = 271 et xy
choisi de sorte que l'induite automorphe locale (pour le groupe GLo) Ind%’ X/
soit supercuspidale. La théorie de Hecke dit alors que l'induite automorphe
globale de x est la représentation automorphe associée a une forme modulaire
de poids 2, qui se transfere (grace a la correspondance de Jacquet-Langlands
globale) en une forme quaternionique pour notre algebre de quaternions B.
Cette forme satisfait aux conditions imposées. O

Soit g une forme comme dans le lemme précédent, choisissons un ensemble
Y suffisamment grand et notons m 'idéal de lalgébre de Hecke T's; correspon-
dant & 7. Soit p I'idéal maximal de A[l/p] associé & r. Le théoréme 5.43!
fournit un plongement II(p) — C°(X (KP))[p], et donc en réduisant mod p, on

31. Pour cet argument, I’énoncé plus faible 13.5 de "appendice serait en fait suffisant.
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en déduit que 7 = II(p) se plonge dans CY(X (KP), k )[ ] En particulier,
Homgr,,(z )(W CO( (KP),kL)m)

De plus, le foncteur Homgy,(z,)(+,C (X (KP), OL/ﬂ'L) ) est exact pour tout
n > 1 (lemme 13.1 dans 'appendice). On en déduit dans un premier temps (en
prenant n = 1) que

Homgy,(z,) (70, C* (X (KP), kL)m) # 0

puis, par récurrence sur n et en passant a la limite projective que

Homgy,(z,)(00,C* (X (KP), OL)m) # 0.

Ensuite, comme o est lisse, on a

HomGLg(Zp) (00, CO(X(KP)7 OL)m) [1/]?}
= Homgy,(z,) (00, LC(X(K?),01)m)[1/p]

et ce L-espace vectoriel est de dimension finie. Il existe donc un idéal maximal
p1 de (Tx)m[1/p] tel que

Homgy, (z,) (00, LO(X (K”), Or)m[p1]) # 0.

L’idéal p; correspond & une forme modulaire f pour B* et la non annulation
obtenue nous dit donc que o se plonge dans 7(f), (utiliser le lemme 4.7) et

donc [43] que 7(f), >~ T®E odet, avec £ un caractére non ramifié. La propriété
de ry découle du choix de p;. ([l

5.2. Nouwelle application du théoréme d’uniformisation p-adique. Le but
de cette partie est d’expliquer la preuve du résultat suivant, qui est une réfor-
mulation tres simple, modulo quelques précautions topologiques, mais bien pra-
tique, du théoreéme de Cerednik-Drinfeld. On écrira Homg au lieu de Hom$™
dans la suite. Nous renvoyons le lecteur aux sections 4.1 et 4.2 pour les objets

apparaissant dans ’énoncé suivant.
THEOREME 5.7. On a un isomorphisme de modules de Hecke
Homg (LA(X (K7))*, Q'(£,)) ~ Q' (Sh)".

Démonstration. Reprenons les notations du lemme 4.4. En calculant les
sections globales de Q' des deux cotés de I'isomorphisme de Cerednik-Drinfeld,
puis en prenant les parties p-isotypiques, on obtient un isomorphisme

T

D ()" = ' (Shk)”.

i=1
Pour simplifier les formules, nous allons poser

W =((Q'(Zn)")" et X=X(KP)=]]T\G
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dans la suite de cette preuve. Le théoreme 3.2 montre que W est une représen-
tation localement analytique de G sur un espace de type compact. Puisque
LA(X) et W sont réflexifs, le théoreme 5.7 est une conséquence du résultat
suivant, qui est une application simple de la réciprocité de Frobenius, modulo
quelques problemes topologiques.

LEMME 5.8. On a un isomorphisme de modules de Hecke

r

DR (0)))T = Home (W, LA(X)).
i=1
Démonstration. Soit w = (w;)i=1,.» € @, ((Q1(Z,))?)Fi. On lui associe
bw : W — LA(X), qui envoie £ € W sur la fonction ¢, (f) : Tig — £(g~ .w;)
sur X = [JI;\G. Montrons tout d’abord que cette définition a un sens : si
g =g, avec y€I';, 1 <i<r, on a bien

0((g) i) = Lg™ My haw) = L(g ™ wi),

puisque w; est invariante par I';. Pour voir que ¢, (1) est bien localement ana-
lytique, il suffit de noter que (g t.w;) = (g.£)(w;) et d’utiliser le fait que
G — QY(M,)*, g = g.£ est localement analytique (cf. 3.2). De plus, ¢, est
G-équivariante, puisque

0 (9-0)(Tig) = (9.0 ((¢) " wi) = Lg () wi) = €((g'9) " i)
= ¢u(0)(Tig'g) = (9.0 (€))(Tig').

Il reste & voir que ¢,, est un morphisme continu. Cela revient évidemment a
montrer que

W — LA(G), £+ (g.0)(w;)

est continue, pour chaque ¢ =1, ..., 7, ce qui découle du résultat général suivant
(en prenant A = ev,,, w =/{) :

LEMME 5.9. Soit W une représentation localement analytique d’un groupe
de Lie p-adique G sur un espace de type compact. Fizons A\ € W*. Le mor-
phisme

F:W — LA(G), wr (g— ANg.w))
est continu.

Démonstration. En décomposant G selon les classes a gauche modulo
un sous-groupe ouvert compact de GG, on peut supposer que G est compact.
Comme W et LA(G) sont des espaces réflexifs, il suffit de montrer que F™* :
D(G) — W* est continue. Puisque D(G) et W sont tous deux des espaces
de Fréchet, on peut tester la continuité de F* avec des suites. Soit (fin)n
une suite d’éléments de D(G) convergeant vers 0. Par définition, F* envoie
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p € D(G) sur élément w — [ A(g.w)p. Or cette derniere quantité est exacte-
ment A(I(py)(1)) = A(pxw) dans les notations de [62]. D’apres [62, prop. 3.2],
W — p*w est continue. En particulier, pour chaque w € W, la suite (up * w),
tend vers 0. On conclut alors avec le tres utile lemme suivant, appliqué a
V=wr

LEMME 5.10. Soit V' un espace vectoriel localement convexe sur un corps
sphériquement complet. Une suite (vy,), de V' converge vers 0 si et seulement
si elle converge faiblement vers 0. ([

Pour conclure la preuve du lemme 5.8, il suffit d’exhiber un inverse de
Papplication déja construite : cet inverse envoie ¥ € Homg (W, LA(X)) sur le
r-uplet des éléments de Q1(X,)? = W* correspondant & £ € W+ (£)(v;),
pour un vy; € I'; quelconque. On vérifie que 'isomorphisme construit commute
a l'action de ’algebre de Hecke hors p. O

Cela finit la preuve du théoreme 5.7. U

Remarque 5.11. La fleche naturelle déduite de la surjection Q(3,)? —
HcllR(En)p :

Home ((2'(2)"))", LA(X (K7))) — Homg(Hig o (Sn)”, LO(X (K7)))

s’identifie via les isomorphismes de la proposition 5.7 et du théoreme 4.1 a la
filtration de Hodge

Q' (Shg )P — Hig(Shg)?.
Pour le voir, on se ramene immédiatement au cas du revétement étale de
la variété propre et lisse Xp = F\Mn, avec I' discret cocompact dans G,
par la variété Stein M,, ; dans ce cas, la filtration de Hodge sur H}z (Xr) =
H\(T, Q'(Mn)) est donnée par

Im (H'(I', Q' (M,)[1]) — HY(I', Q' (M,))) .

5.3. Preuve du théoréme 5.1. On peut appliquer le théoreme 5.5 : il existe
une forme modulaire quaternionique f de poids 2 pour le groupe B*, telle que
si 7(f) est la représentation automorphe correspondante de B*(A), 7(f), =
7 ® & odet, ou £ est un caractére non ramifié, et telle que 7y : Gg — GL2(F))
soit absolument irréductible en restriction a ng' Soit ¥ un ensemble fini de
premiers contenant p et suffisamment grand pour que 7y définisse un idéal
maximal de I'algebre de Hecke Ty, :32 soit A le complété m-adique de Ty, et P
I'idéal maximal de A[1/p] associé & la forme f.

On a d’apres le théoreme 5.7

Homg ((LA(X (K?))[p])*, @' (84)7) = Q' (Shx)?[p] # 0.

32. Pour les notations relatives aux algebres de Hecke, voir le paragraphe 5.1.
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Le théoreme 5.4 permet d’obtenir ’existence d’un morphisme G-équivariant
continu non nul
®p : ()" — Q)7
ou IT = II(p) € V() (modulo un twist non ramifiée que 'on va ignorer dans
la suite). Le morphisme ®( induit, par restriction, un morphisme continu G-
équivariant
P - (Han/Hlisse)* — Ql(zn)p

Montrons que ce morphisme est non nul. S’il était nul, ®g se factoriserait
par le quotient (T1'%¢)* de (TI*")*. Comme ® n’est pas nul et IT5%¢ ~ 7 est
irréductible, 7* se plongerait dans Q'(X,)?, ce qui est absurde puisque u*
n’annule aucun élément de Q'(3,)”. (Se rappeler que u™ = —d% sur O(%,);
cf. lemme 3.5.) On en déduit que ® est effectivement non nul.

En outre, la composée de ® avec la surjection canonique Q!(X,)? —
Hl: (3,)P est nulle : en dualisant cette fleche on obtient en effet un morphisme
G-équivariant H, éR,c(Zn)p — TI#/T1%¢ | qui est forcément nul car ITa /T1lsse
n’a pas de vecteurs lisses non nuls (exercice), alors que H, éR@(En)p est lisse
(proposition 3.6). Par conséquent, ® se factorise par O(3,,)?, ce qui finit la
preuve du théoreme 5.1.

6. (¢,I')-modules sur ’anneau de Robba et
équations différentielles p-adiques

Ce chapitre ne contient aucun résultat original et sert uniquement comme
référence pour la suite. Le lecteur pourra consulter [1], [2], [36], [52] pour
plus de détails concernant I’équation différentielle p-adique attachée a une
représentation de de Rham de ng' Nous nous contenterons d’énoncer les prin-
cipaux résultats concernant cette construction.

Rappelons que I'on a fixé une suite ((yn)n>1, ot (p» est une racine pri-
mitive de 'unité d’ordre p”, et anﬂ = (pn. Soit £l0ra] Panneau des fonctions
analytiques (définies sur L) sur la couronne |[(p» — 1| < |T'| < 1, et soit

R = lim %] LT, 771
i
Uanneau de Robba. L’anneau R est muni d’actions continues du groupe I' =
Gal(Q;¥°/Qp) et d'un Frobenius ¢, commutant entre elles, en posant
e(T)=1+TP -1 et o0,(T)=1+T)"-1, a€Zy,
ol 0, € I' est tel que Xcye(0a) = a (en d’autres termes o,(¢) = ¢* pour tout
C € ppe).

Définition 6.1. Un (¢, I')-module A sur R est un R-module libre de type
fini muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I', commutant entre elles
et telles que I'application naturelle R ®,(z) ©(A) — A soit un isomorphisme.
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Soit A un (¢,I')-module sur R. D’apres un résultat standard de Berger
(voir [1, lemme 4.1]), Paction de T" sur A se dérive, d’otl une connexion

ViASA V() = lim 2B =2

a—1 a—1

Par exemple, si A = R est le (¢, ')-module trivial, alors

d
V=td, ou 0= (1+T)ﬁ et t=log(1+7T)eR.
Notons que ¢(t) = pt et y(t) = Xeye(7)t pour v € I', ce qui fait que si A est
un (¢, I')-module sur R, alors tFA Dest ausssi, pour tout entier k.

Ezemple 6.2. (a) La théorie de Fontaine [34] combinée au théoreme de
surconvergence de Cherbonnier-Colmez [12] permettent d’attacher & toute L-
représentation V' de Gq, un (¢,T')-module (étale) Dyg(V) sur R, de rang
dimp (V). Berger a montré [1] que le foncteur V' — Dyig(V) est pleinement
fidele.

(b) Soit V une L-représentation de de Rham de Gq,. Un théoréme fonda-
mental de Berger [1] montre I'existence d’un unique sous-(p, I')-module Ny (V)
C Dyig(V)[1/1] tel que

Nig(V)[1/1] = Drig(V)[1/1] et V(Nig(V)) Ct- Nijg(V).

Le (¢,I')-module Nyg(V) devient une équation différentielle p-adique avec
structure de Frobenius sur R, grace a la connexion 0 = %V. Ce (¢,I')-module
jouera un role fondamental dans cet article. (C’est précisément cette construc-
tion qui a permis a Berger de démontrer le théoréeme de monodromie p-adique
[1].) Contrairement & V' — Dyig(V), le foncteur V- — Nyjg(V) n’est pas pleine-
ment fidele. 33

LEMME 6.3. Soit P € L[X] un polynéme non nul et soit V une L-

représentation absolument irréductible de dimension 2 de Gq,, non trianguline
(au sens de [15]). Alors P(V) est injectif sur Dyig(V).

Démonstration. D’apres [26, prop. 2.1] le noyau X de P(V) sur Diig(V)
est de dimension finie sur L. Comme il est stable par ¢, on en déduit que si
X # 0, alors ¢ a des vecteurs propres sur Dyig (V') (éventuellement apres avoir
remplacé L par une extension finie). Cela contredit [15, lemme 3.2]. O

Le résultat suivant est une observation importante de Colmez, qui joue un
role clé dans [14]. Nous nous en servirons aussi dans le chapitre suivant.

33. On perd la filtration de Hodge ; voir la fin de ce chapitre pour un énoncé plus précis.
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PROPOSITION 6.4. Soit V une L-représentation de de Rham, absolument
irréductible de dimension 2 de Gq,. Si V' n'est pas trianguline, alors 0 = %V
est bijectif sur Nyig(V).

Démonstration. Soient Nyig = Nyig(V') et Dyig = Diig(V), et soit h tel que
th Nyig C Drig. Puisque (V — h)(thz) = "0z et Dgg " =0 (lemme 6.3), 9 est
injectif sur Vyig. La surjectivité est plus subtile, et utilise le théoreme de mono-
dromie p-adique. Plus précisément, [45, prop. 20.4.2] fournit un accouplement
parfait

0=
rlg/a( rig ®erg0 — L

ou erg = Nng(V) est l’equatlon différentielle attachée au dual de Cartier
V=V*® Xeye de V. Puisque V n’est pas trianguline, la premicre partie de la

preuve montre que Ngg Y =0, ce qui permet de conclure. (|

Soit A un (p,I')-module sur R. Berger montre [2, th. 1.3.3] que pour
tout n assez grand (dépendant de A) il existe un unique sous £/°™l-module
Aol de A3 tel que R ®£10,7n] Aol 5 A soit un isomorphisme et tel
que E0rr1l @, Al97n] admette une base contenue dans p(Al0™]). (Pour
Iexistence, il suffit de prendre pour A% le sous £1%™]-module de A engendré
par une base fixée de A.) De plus, A0l egt stable sous Paction de ' et V, et
@(Al0ml) ¢ Alont1l pour tout n assez grand.

Notons L, = L ®q, Q,(¢pn). On dispose pour tout n > 1 d’une in-
jection T-équivariante®® d’anneaux =" : €% — L, [[t]], qui envoie f sur
F(Gret/P" —1). Si A est un (p, T')-module sur R, on note (pour n assez grand)

Adlf n Ln[[t]] ®£]0,Tn] A]O,Tnh dlf = @Adlf "

le morphisme de transition Adlf L Ajiﬂn“ étant donné par u® z — u® p(2)
pour u € Ly[[t] C Lny1[[t]] et z € Alo™] (noter que ¢(z) € Alo7n+1l),

Ainsi, AL, est un Lo[[t] := lim L,[[t]]-module libre de méme rang que
A et il est muni d’une action de I', qui respecte Ajif’n pour n assez grand. La
dérivée de cette action fournit une connexion V sur A(J{if, qui respecte A?{if’n
pour n assez grand, et qui satisfait

V(fz) :t%z-i-fVZ, vfeLOOH ]] ZEAdlf

Ezemple 6.5. L’exemple suivant sera systématiquement utilisé dans la
suite. Soit V' une L-représentation de de Rham de Gq,. Si n est assez grand,

34. Si A = Dyig(V), on notera D! au lieu de (Dyig)!%"", et ainsi de suite, pour alléger
les notations.
35. Comme f converge en (pn — 1, f((pn et/P" — 1) est bien défini en tant qu’élément de

La[[t]].
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on dispose d’un morphisme de localisation>%

e " DIOT(V) = (B, @q, V),
qui est I'-équivariant et induit un morphisme injectif
- H
2 " : D(Tif,n(‘/) — (B(—i‘rR ®Qp V) W,

Fontaine a montré [36] que ce morphisme induit un isomorphisme canonique
de Ly[[t]]-modules avec action semi-linéaire de I"

D¢ (V) = Fil’(Ln((t)) @1 Dar(V)),

ou l'on considere la filtration t-adique sur L, ((¢)) et la filtration de Hodge sur
Dgr (V). Berger a montré [1], [2] que via cet isomorphisme on peut décrire
N(;gf,n(v) - D(Jizf,n(v)[l/t] par

N (V) = La[[t] ®1 Dar(V).
On peut aussi décrire simplement Nio (V') & partir de Dyig (V) via
Nig (V) ={z € Dyig(V)[1/t]] ¢ "(2) € N;mn(V) Vn > 0}.
De plus, pour n assez grand
NOmW(V) = {z € Dig(V)[1/8]] ¢7"(2) € N, (V) Vk > n}.

Enfin, on peut reconstruire Diiz(V) & partir de Nyg(V') et de la filtration
de Hodge, via

Diig(V) = {2 € Nug(V)[1/8]] ¢7"(2) € Fil’(La((t)) ©2 Dar(V)) ¥n>> 0}.
On a une description similaire de DI%»](V') pour n assez grand.

Nous aurons aussi besoin d’une description plus précise de Nyig(V'). Sup-
posons que V' est une représentation potentiellement cristalline (pour simpli-
fier) de Gq,, et prenons une extension finie galoisienne K de Q, telle que V'
soit cristalline en tant que représentation de Gal(Q,/K). Soit Ky 'extension
maximale non ramifiée de Q, dans K. Une construction standard utilisant
la théorie du corps des normes de Fontaine-Wintenberger (voir le chapitre 1
de [2] pour les détails3”) permet d’associer & I'extension de corps perfectoides
K¢/ Q"¢ une extension finie étale R de 'anneau de Robba R. De plus, Rk

est muni d’un Frobenius ¢ et d'une action de Gal(K“°/Q,), qui sont compa-

. . 1 KC C cyc
tibles avec les actions correspondantes sur R, et telles que R?(a( QT R

36. Rappelons que Hq, = Gal(@/ngc),

37. Nous allons noter Rx ce que Berger note B!

rig, K~
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Gal(K¥ /K . . .
et RKa( )~ K. Berger [2], [52] montre l'existence d’un isomorphisme
de comparaison, compatible avec toutes les structures supplémentaires

Ri @R Niig(V) = Rk @Ky Deris,x (V),
ou o o
Dcris’K(V) — (Bcris ®Qp V)Gal(QP/K) — Dpst(V)Gal(Qp/K)

En prenant les invariants par Gal(K“°/Q;Y¢), on obtient la description sui-
vante de Nyig(V)

a Gal(KYe/Q5Y°)
(4) Niig(V) = (Ric @1, Dy (V) S1(@/ ) )

Cette description montre que Nyig (V') ne dépend que du (¢,Gq, )-module Dy (V)
sans sa filtration de Hodge.3®

Exzemple 6.6. Revenons maintenant a notre contexte usuel et considérons
le (¢, Gq,)-module M () attaché a 7. (Cf. le dernier paragraphe des notations
et conventions.) Au vu de la discussion précédente, la définition suivante n’est
pas bien surprenante :

Définition 6.7. Soit K une extension finie galoisienne de Q,, qui contient
L et telle que linertie Irx de Gal(Q,/K) agisse trivialement sur M (7). On

pose
(G 1) GallEeYe/QpY©)
Nusg(m) = (Rix @i, M ()3 @/5) o

ou K est I’extension maximale non ramifiée de Q, dans K.

Le (¢,I')-module Nyjg(7) sur R qui s’en déduit est indépendant du choix
de K, et il est libre de rang 2 sur R. Soit

Mygr(7) = (@ RqQur M(ﬂ'))ng ~ (K ®f, ]\4(7.‘.)(;1&1((27;1/K))Gal(K/Qp)7

un L-espace vectoriel de dimension 2. On a un isomorphisme canonique pour
n assez grand
(Neig(m)) dign = Ln[[t] @1 Mag (7).
Toute L-droite £ de Mygr(m) définit une filtration exhaustive décroissante
Filz sur Myg(7), en posant

Fil™ Y (Myr (7)) = Mgr(7), Fil°(Mggr(n)) = £, Fil'(Mggr(7)) = 0.

Rappelons que V() est ’ensemble des (classes d’isomorphisme des) II €
Ban®™ (@) absolument irréductibles telles que ¢ ~ 7. On voit dans la
suite V(7) comme sous-ensemble de 'ensemble des (classes d’isomorphismes

38. Elle montre aussi que le terme de droite de I’égalité (4) ne dépend pas de K ; cela est
aussi une conséquence élémentaire de la théorie de Galois.
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de) L-représentations absolument irréductibles de Gq,, de dimension 2, grace
au foncteur de Colmez [17, chap. II, IV] et au résultat principal de [20].

Soit V' € V() et fixons une identification Dpg (V) ~ M (m) en tant que
(v,Gq,)-modules. Cet isomorphisme est unique a scalaire pres et il induit un
isomorphisme de L-espaces vectoriels de dimension 2

Dar(V) ~ (Qp @qyr Dpst(V))9% ~ Mag().

La filtration de Hodge Fil°(Dgg (V)) définit ainsi une L-droite £(V) C Mgg (),
qui ne dépend pas du choix de 'isomorphisme Dy (V') >~ M (7). Réciproque-
ment, étant donnée une L-droite £ de Myg (), la filtration Fil; sur Mgg () est
faiblement admissible. (Cela découle facilement du fait que la représentation
du groupe de Weil attachée a M () est irréductible; cf. la preuve du théoreme
5.2 de [8].) Le théoreme de Colmez-Fontaine [21] permet donc de construire une
unique (& isomorphisme preés) L-représentation Ve € V() telle que L(V) = L.
On déduit alors de [20, th. 1.3] (cela utilise [30]) que V' — L£(V') induit une
bijection V(7)) — Proj(Magr(7)).

Pour résumer, si V' € V(7), alors le choix d’'un isomorphisme D (V) =~
M (7) induit :

e un isomorphisme de (¢, I')-modules sur R

() Nrig(V) = Niig(),

qui induit une identification de L, [[t]]-modules avec action semi-linéaire
de T' (pour n assez grand)

N (V) = Lo[[t] ©1 Mar(m).
e un isomorphisme de L-espaces vectoriels filtrés
Dyr(V) = (Mgr(7), Filz ).

e des identifications de L,][[t]]-modules avec action semi-linéaire de T’
(pour n assez grand)

Diie (V) = Fil®(Ln((£)) ® Mar (7)) = tNGp (V) + La[[t]] @1 L(V),
e des inclusions de (¢, I")-modules
tNrig(Tr) C Drig(V) C Nrig(ﬂ-)'

Tout ceci est une conséquence de la discussion ci-dessus et du fait que
I’on travaille en poids 0, 1. Toutes ces identifications et inclusions dépendent
du choiz de l'isomorphisme Dpgt (V') ~ M (), mais uniquement a scalaire pres.
Par conséquent, la L-droite L(V') C Mar(m) est parfaitement bien définie, ainsi
que les images dans Ny (1), Ly[[t]] @ Mar(7), de toutes ces identifications.
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7. Représentations localement analytiques de G et modele de
Kirillov-Colmez

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de constructions et
résultats concernant la correspondance de Langlands locale p-adique, en par-
ticulier la théorie du modele de Kirillov de Colmez [17, chap. VI|, qui sera
indispensable dans les chapitres suivants. Notre discussion est assez rapide
et nous renvoyons le lecteur au paragraphe 5 du chapitre VI de [17] ou aux
chapitres 4 et 5 de [27], ou tout ceci est décrit en détail.

7.1. (p,T')-modules et représentations de G. Pour toute L-représentation
V' de dimension 2 de Gq,, Colmez [17, chaps. II, IV, V] construit un faisceau
G-équivariant®® U — Dyie(V) KU sur PY(Q,), dont les sections sur Z, sont
données par Dyig(V) K Z,, = Dyig(V'). L’action du monoide Pt = (ZPB{O} le)

(qui stabilise Z,) sur Dyig(V) est donnée par °

(Phet) 2= (1+ 1) (0a(2), V2 € Dg(V). k> 0,a € Z} b€ T,

alors que l'action de (p%p (1)) est tres compliquée.

L’espace Drig(V) X P! des sections globales du faisceau attaché a V est
un espace LF avec action continue de G. Par construction, le caractére central
de Dyig(V) X P! est 4!

oy = Xc_ylc det V.
Dans toutes les applications que nous avons en vue, on aura det V = xcyc et
donc 4y = 1.

Pour tout ouvert compact U de Pl(Qp) on dispose d’une application de
prolongement par zéro Dyig(V) XU — Dyig(V) K P, qui permet d’identifier
Dyig(V) R U & un sous-espace de Dyig(V) X PL. Soit

w = ((1) (%) €G,
et notons aussi w la restriction a Dyig(V) X Z7 de l'action de I'involution w
de Dyig(V) X PL. Alors Dyig(V) K P! = Dyip(V) + wDyig(V) et Papplication
z — (Resgz, (2), Resz, (wz)) induit une identification
Diig(V) R P = {(21, 22) € Dyig(V) x Dyig(V)] Reszsx (22) = w(Reszz(21))}-
Nous allons utiliser systématiquement le résultat suivant de Colmez [17,
chap. VJ.

THEOREME 7.1. Soit V une L-représentation de dimension 2 de gq,-

. 1 a __ az+b
39. Le groupe G agit sur P'(Q,) par (¢ %) .z = fTId
40. Rappelons que a — o, désigne l'inverse de 'isomorphisme I' ~ Z7 fourni par le
caractere cyclotomique.

41. Vu comme caractere de Q;; par la théorie du corps de classe local.
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(a) L’action de G sur Dyig(V) X P! s’étend en une structure®® de D(G)-
module topologique.

(b) SiV =V*® Xeye = V @3y est le dual de Cartier de V, il existe un
accouplement parfait de D(G)-modules topologiques

{ }p1 ¢ (Dug(V) B PY) x (Dyig(V) R P') — L,
(c) 1l existe une suite exacte canonique de D(G)-modules topologiques
0 — (II(V)™)* = Dijg(V) P! — I(V)™ — 0,

et (II(V)a")* s’identifie ainsi a l'orthogonal de (II(V)*")* C Dyig(V) X
P! (ou de II(V)*) dans Dyig(V) K PL.

Remarque 7.2. (a) Dans toutes nos applications on aura det V = xcyc et
donc 4y = 1 et V ~ V canoniquement. La suite exacte précédente devient
dans ce cas

0 — (TI(V)™)* = Dyg(V) R P! — TI(V)™ — 0

et (IL(V)*™)* s’identifie & son propre orthogonal dans Dy (V) K P?! via I’accou-
plement { }p1 : (Dyig(V) R P1) x (Dyig(V) KX P) — L.

(b) Si U est un ouvert compact de P1(Q,) et si H est un sous-groupe
ouvert compact de G qui stabilise U, 'espace Dyig XU C Dy X P! est stable
par D(H) C D(G) et Resy(A-2) = A-Resy(2) pour tout z € Dyjg P! et tout
A€ D(H).

7.2. L'action infinitésimale de G. Soit U(gl,) C D(G) lalgebre envelop-
pante de l'algebre de Lie de G (tensorisée avec L). La discussion précédente
montre l'existence d’une action de gl, sur Dy X Z, = Dy, qui satisfait
Resy(X - 2) = X - Resy(z) pour z € Dy XPY X € U(gl,) et U C Z,
ouvert compact. Bien que 'action du Borel soit relativement explicite, ’action
de I'involution w est tres compliquée. Le résultat suivant permet de contourner
ce probléme.

Considérons la base

a+:(88)7 a_:(g(l))v u+:(8(1j)7 u_:((l)
de gl,, ainsi que I’élément de Casimir
1
C=utu" +uut + §h2 €U(gly), ot h=a"—a =(§{2%).

L’élément C engendre le centre de U(sly). On identifie un élément f de R avec
lopérateur < multiplication par f > sur D,i(V) dans I’énoncé suivant, qui est
le résultat principal de [24].

42. Rappelons que D(G) est l'algebre des distributions sur G.
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THEOREME 7.3. Soient a et b les poids de Hodge-Tate généralisés de V,
et soit k = a+0b. En tant qu’opérateurs sur Dyig(V') nous avons

at =V, a =k—-1-V, u' =t,

_ _ —_b)2 —
= Y=V =b) o (e=b) 1
t
En particulier, sia=0etb=1 on a
-1
at=V=—a, C=0, u"=t, u_:v(vt):t82,

ou 8 = 1V, une connexion sur Dyig(V)[1/t].

7.3. Vecteurs P-finis et modéle de Kirillov. Rappelons que P = (%; le )
On fixe une L-représentation V' de dimension 2 de Gq, et on suppose que V
est absolument irréductible.

Définition 7.4. (a) On dit qu'un vecteur v € II(V) est P-fini s’il existe

n,k > 1 tels que
((37) -1 v=0

et si L [( ZO; (1))} v est de dimension finie sur L. On note II(V)P~fni 'espace des
vecteurs P-finis de II(V).
(b) Un vecteur v € TI(V)P~in est dit de pente infinie s'il existe n, k > 1

et m € Z tels que
. k
pr—1
<Z(éi)> o (% 1)v=0.

=0
On note (V) P=fint  T1(V')P—fini Pespace des vecteurs P-finis de pente infinie.

Remarque 7.5. Soit v € TL(V)P~fini et soient n, k comme dans la définition
ci-dessus. Alors pour tout u € ((1) le) on a (1 —w)fv € I(V)P~fini, Plus
précisément, n’importe quels m > —v,(z) (avec v = ({%)) et N > m+n

satisfont
V-1 g
(Z (6{)) o(p;ng])(l—u)kv:().

La preuve de ce résultat est un exercice amusant laissé au lecteur. Nous utili-
serons a plusieurs reprises cette observation (avec k = 1).

Soit X un Leo[[t]]-module muni d’une action semi-linéaire de I' (par rap-
port & laction naturelle de I' sur Loo[[t]] = lim Ly[[t]]). On note LP(Qj, X)*
I'espace des fonctions ¢ : Q) — X a support compact dans Q) et satisfai-
sant ¢(azx) = o4(p(x)) pour tous z € Q} et a € Z%. On note LP.(Q}, X)T
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le sous-espace de LP(Qy, X )I' formé des fonctions nulles au voisinage de 0.
L’application ¢ — (¢(p'))icz induit un isomorphisme L-linéaire
LP(@5. X)" ~ X
i1€Z

Rappelons que l'on a fixé un systeme compatible ({y»)n>1 de racines de
I'unité, ce qui permet de définir un caractere additif localement constant

€:Qp = ppo, €(b) = Cn , Yn > —u,(b).

On munit les espaces LP(Q;,X) et LP.(Qy, X)U' d’une action de P, définie
par

b
((89) @) (z) = e(bx)e™ ¢(ax).
PROPOSITION 7.6. Les sous-espaces TI(V)P=fnt et TI(V) P~ sont stables
sous l'action de P et il existe une injection P-équivariante canonique v — ¢,

(V)P — LP(Qp, Dge(V))', ot Dgy(V) = 1gglhﬁn< )[1/8]/Dig (V)

qui induit un isomorphisme
I(V)e ™ =~ LP(Qyp, Dy (V)" -
En particulier v — (¢, (p?))icz induit une bijection
P—fini -
H(V)E~ — @ Dgy(V
i€z
Démonstration. Ces constructions ont été introduites par Colmez dans le
paragraphe VL5 de [17]. Leur extension sous la forme de la proposition 7.6 (qui
ne demande aucune idée supplémentaire) se trouve dans le chapitre 4 de [27],

plus précisément les propositions 4.6, 4.8, 4.11, le lemme 4.12 et le corollaire
4.13 de loc. cit. (|

7.4. Dualité et modéle de Kirillov. Le résultat suivant (théoreme 7.8) de
Colmez est crucial, mais demande pas mal de préliminaires. L’accouplement
naturel V' x V' — L(1) induit par fonctorialité un accouplement

()2 Dge(M[L/1] x Dy (V)[1/1] = Loo((t))dlt,

ot l'on note dt la base canonique de Q,(1). On définit un accouplement

{ Yair : Dgye(V)[1/1] x Dy (V)[1/t] = L

en posant
. .1 .
{# 2}aie = lim s (T, on/pe) ((0-1(2), 2)))

ot resy (Y s oo ant™)dt) = a_q.



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 365

PROPOSITION 7.7.

(a) { }ait est un accouplement T'-équivariant parfait entre Dc'fif(f/)[%/t] et
DT .(V)[1/t]. Pour tout n assez grand l'orthogonal de D, (V) est

dif dif,n

DL (V). Ainsi, { }air induit un accouplement parfait entre D3 (V)
et Dye(V).

(b) Si V est de de Rham a poids de Hodge-Tate O et k > 1, alors pour
tout n assez grand l’orthogonal de N(;Eﬂn(f/) est tkNdffjn(V).

Démonstration. Ce sont des traductions élémentaires, voir par exemple la
discussion qui précede le lemme VI.3.3 de [17], ainsi que le lemme VI.4.16 de
loc. cit. O

D’apres le corollaire VI.13 de [18], il existe m(V) assez grand tel que
inclusion (IT(V)®)* C Dy;e(V) KX P! se factorise & travers
DI rmI(VYRP! := {2 € Dyig(V)XP!|Resg, (2), Resz, (wz) € DIOTm(V)},
ce qui nous permet de définir pour n > m(V) et j € Z
izt (IM(V)™)* = DL ((V), ijn =@ "oResg, o (?}70).

Rappelons qu’on dispose d’un accouplement canonique G-équivariant par-
fait { }p1 entre Dy (V)RP! et Dy (V)RPL, qui induit I'accouplement naturel

entre (TI(V)™)* C Dyig(V) K P! et TI(V)* = (Dyig(V) K PL)/(TI(V)2)*. En-
fin, la proposition 7.6 fournit un isomorphisme v — ¢, entre II(V)F —fini ot
LP.(Qy, D;if(V))F, ce qui permet de donner un sens & 1’égalité ci-dessous :

THEOREME 7.8. On a IL(V)P=80 c TI(V)3 et pour tous n > m(V),
v e I(V)P=Hint et | € (TI(V)2")* on a

{l7 U}Pl = Z{ij,na)a (ﬁv(pij)}dif-

JEZ
Démonstration. Cette généralisation de la proposition VI.5.12 de [17] est
démontrée (de maniere différente) dans [27, th. 5.3]. O

7.5. Une description utile de TI'"°. Les deux résultats techniques suivants
seront utilisés constamment dans le chapitre suivant.

PROPOSITION 7.9. Soit V € V() et notons
(v)P-tisse — £ e (v)P=0i| to = oo = 0}.
Alors TI(V)P=lisse c TI(V)lisse et I’isomorphisme
(V) E =0 ~ LPo(Q), Dgy (V)"
induit un isomorphisme de P-modules

IL(V)g ™1 = LPo(Qp, Nef (V) /D (V).
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Démonstration. L'espace TI(V)P~lse est noté T11~218 dans [24] (en pre-
nant k = 1 dans loc. cit.). L’inclusion IT1(V)[=lisse < T1(V)lisse découle alors du
théoreme 5.6 de loc. cit. (C’est une conséquence facile des théoremes 7.3 et 7.8,
combinés avec la proposition 7.7.) La deuxieme partie découle de la proposition
5.4 de loc. cit. (et se déduit aussi de la proposition 7.6 et de ’égalité

(t7' D3 (V)/Dgip(V) V=" = N (V) /D (V),
qui se démontre sans aucun probleme). [l

Remarque 7.10. En se rappelant que
Ng(V) = Loo[[t]] ®1 Dar(V)
et
D§i(V) = tNG (V) + Loo[[t] @1 Fil°(Dar(V)),
on obtient un isomorphisme canonique I'-équivariant
N (V)/Dg(V) = Loo @1 Dar(V)/Fil’(Dar(V))-
L’action de I" sur le terme de droite étant lisse, on en déduit que

n’est rien d’autre que l'espace des fonctions localement constantes ¢ : Q; —
Loo®rDar(V)/Fil°(Dgr(V)) & support compact dans Q;, et telles que ¢(ax) =
oa(¢(z)) pour z € Qp et a € Zy. On a un isomorphisme naturel (utiliser le
théoreme de Hilbert 90)

LP.(Q}, Loc @1, Dar(V)/FiI’(Dar(V)))" ®1 Loo
~ LC(Qy, Loo ®1 Dar(V)/Fil’(Dar(V))),
et le terme de droite (avec son action naturelle de P, définie en utilisant le

caractere additif €) est le modele de Kirillov usuel de 7 ®1, Lo, ce qui explique
le nom de ce chapitre.

THEOREME 7.11. Si V € V(n), alors
I(V)isse = {y e (V)™ | utv = aTv = 0} = II(V) - lisse
et on a un isomorphisme canonique de P-modules
I(V)1 o LCo(Qy, Nefy (V) /Dy (V)

Démonstration. Notons II = II(V'). Commengons par montrer la premiere
égalité. Une inclusion étant évidente, supposons que v € II3" est tué par u™ et
a*t, et montrons que v est tué par u”. Soit x € Q, et soit vy = (§¥)v — v, de
telle sorte que utv, = 0 et

+ +(

atop =at (39)v= (1) (@ o +autv) = 0.
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On en déduit 3 que v, € Hf —lisse ot donc, grace a la proposition 7.9, u~ v, = 0.
L’identité
_ 2 _
u (33)=(}%) (—2*u" +u” —zh)
et le fait que v est tué par u™ et h = 2a™ montrent que u”v, = (({%)—1)u"v.

Ainsi, u"v € H(é 1p) = 0, la derniere égalité étant une conséquence de [27,
lemme 7.1] (c’est un résultat élémentaire). Cela montre la premiere égalité.

Pour conclure la premiere partie, il reste a prouver 1’égalité H(V)CP —lisse —
(V). Une inclusion est fournie par la proposition 7.9. L’autre inclusion
vient du fait que II(V)i%¢ ~ 7 est supercuspidale, donc tout vecteur de
II(V)l¢ est combinaison linéaire de vecteurs du type (1 —u)v avec u € ((1) le >
et v € TI(V)I¢. On conclut en utilisant linclusion (1 — w)II(V)FP~lisse
(V) P~lisse (remarque 7.5).

La deuxieme partie s’obtient en combinant ce qu’on vient de démontrer
avec la proposition 7.9. U

8. Le G-module II(7,0)

Le but de ce chapitre est d’expliquer la preuve du théoreme suivant, du a
Colmez [17], [14].

THEOREME 8.1. Soient V1,V € V(7). Le choix d’isomorphismes Dpsi (V1)
~ M(m) et Dpst(Va) >~ M(w) induit un isomorphisme de G-modules topolo-
giques :

H(Vvl)an/l—[(vl)lisse ~ H(%)an/n(‘/z)lisse.

Nous allons en fait démontrer un résultat bien plus précis, et construire
un isomorphisme explicite, ce qui est indispensable pour nos besoins. Comme
la construction demande un certain nombre de préliminaires techniques, nous
renvoyons le lecteur au théoreme 8.6. Nous avons cherché a distinguer le plus
soigneusement possible les identifications parfaitement canoniques de celles qui
ne le sont qu’a scalaire pres, ce qui alourdit un peu la rédaction, mais évite
tout risque de confusion.

8.1. Points fizes de 1 et le G-module tNyg(V) K PL Soit V € V(n).
Notons

tNyig(V) X P! = {z € Dy (V) K Pl\ Resgz,(2), Resz, (wz) € tNng(V)}

et définissons d’une manicére similaire tN1%7(V) K P! pour n assez grand.
Il n’est pas clair a priori que tNyg(V) X P! soit stable sous 'action de G,
mais nous allons voir que c’est en effet le cas. Ce résultat a déja été démontré

43. Noter que v, € II(V)E 08 grace & la remarque 7.5.
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de maniere tres détournée dans le chapitre VI de [17], puis d’une maniére
completement différente dans [14]. Nous en donnons une preuve différente.

PROPOSITION 8.2. Pour tout V. € V(r) il existe n tel que Uinclusion®!

(II(V)™)* C Dyig(V) X P induise une inclusion
(H(V)an/l—[(v)lisse)* C tN}O,rn](V) X Pl.
Démonstration. Soit m(V') comme dans la discussion qui suit la proposi-

tion 7.7 et soit I € (II(V)* /TL(V)1s5¢)* vu comme élément de (TT(V)2")* nul
sur TI(V)!¢, En combinant 1'isomorphisme

IL(V)'™* = LCe(Qp, N (V) /D (V)"
théoreme 7.11) avec le théoreme 7.8 et la proposition 7.7, on obtient i, ,(l) €
-]’
tN{: (V) pour n > m(V) et j € Z. En particulier (en prenant j = n)

¢ "(Resz, (1)) € tNf; (V) pour n > m(V) et donc Resgz, (I) C tNIOTmn] ()
(cf. Pexemple 6.5), ce qui permet de conclure (en remplagant [ par wl). O

Rappelons que si A est un (p,I')-module sur R, il existe un unique
opérateur 1 sur A qui commute avec I, s’annule sur P71 (1 + T)ip(A) et
satisfait 1 o ¢ = id. Soit maintenant V' € V(7) et identifions comme toujours
V avec V. Par construction, on a

Resz, o (pgl (1)) =1 oResz, sur Dy,(V)XPL

Ainsi, I'inclusion (II(V)**)* C Dyig(V) K P! composée avec Resz, induit une
inclusion

iy (691 ¢ p vy,

THEOREME 8.3. L’inclusion précédente est un isomorphisme de D(T)-
modules et induit un isomorphisme de D(T')-modules

an lisse\ * (p 0):1 P=1
[(TL(V)*2 IV )29) TR0 1 o= (N (V)7
En composant avec Reszs on obtient un isomorphisme de D(T')-modules

an lisse ) * <p0>:1 P=1

[(IL(V)™ /IL(V)™9) " R0 170 o (1 — ) (ENwig (V)7
Démonstration. La seconde partie est une conséquence de la premiere, de
I'égalité Reszx = 1 — ¢ sur (tNyig(V))¥=1 et du fait que Dyig(V)?=1 = 0, car

p0)_
V n’est pas trianguline. Commengons par montrer que [(H(V)an)*](0 1) '

Dyig(V)¥=1 est un isomorphisme. Soit D(V) le (p,I')-module étale sur I'an-
neau de Fontaine £ attaché a V par ’équivalence de catégories de Fontaine

44. On identifie implicitement ici V et V.
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[34]. D’apres [17, prop. V.1.18] 'application naturelle D(I') @,y D(V)¥=! —
Dyig(V)¥=1 est un isomorphisme de D(T')-modules, ot A(T) est 1algébre des
mesures sur I' & valeurs dans L. Or [18, remarque V.14] I'application Resz,
induit un isomorphisme de A(T")-modules

p0)_
a1y ()=~ pyye=,
Soit alors 2z € Drig(V)w:1 et écrivons

n

=3 [ @

=1

p0)_
avec z; € D(V)¥=! et y; € D(I'). Si l; € (H*)(O 1)_1 satisfont Resz, (l;) = z;,
alors

2= Resg, (1), ot l—Z [ (o) bt < e [y (B1)7

ce qui permet de conclure.
Ensuite, la proposition 8.2 montre que Resz, induit une inclusion

arym ey ()= ¢ ()=,

Soit z € (tNyig(V))¥=L. D’apreés ce que I'on vient de faire, il existe

e [y (B1)=1

tel que Resz, () = 2. Nous allons montrer que ! s’annule sur II(V)lse =

(V) P-lisse (1égalité découle du théoreme 7.11), ce qui permettra de conclure.
Soit a > m(V) tel que z € DI%al(V). Comme (po)l =1, on aij,(l) =

01
¢ "(z) € tNf; (V) pour n > a et j € Z. Le résultat s'obtient alors en
combinant les propositions 7.7 et 7.9 avec le théoreme 7.8. O

PROPOSITION 8.4. Pour tout V € V(m),

(a) Le sous-espace tNyig(V) X Zy := (tNig(V )= est stable sous l'invo-
lution w = (9 §) de Dyig(V) R Z% = Dyig(V)¥=

(b) Le sous-espace tNyg(V) K P* de Dyig (V)X P1 est stable sous 'action
de G.

an

Démonstration. (a) Le caractére central de II(V)®" étant trivial, I'invo-

lution w de (IT1(V)2 /TI(V)!s5¢)* laisse stable [(H(V)an/H(V)hsse)*](g ?):1. La
derniére partie du théoréme 8.3 entraine la stabilité de (1 — ¢)(tNyig(V))¥=!
par w. Ensuite, tNyig(V) K Z3% = (tNyig)¥=? est engendré comme D(T')-module
par (1 — @) (tNig(V))¥=1 (cela suit par exemple de [46, prop. 4.3.8]), ce qui
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permet de conclure, en utilisant le fait que wo o, = 041 0w sur Dyig(V) X Z

(qui suit de I'égalité w (&9) =(49) (aal (1)) w).
(b) C’est une conséquence formelle de la stabilité de tNyig(V) par PT =

(Z,,}){O} le) et du point a). =

8.2. La représentation I1(m,0). Nous avons besoin du résultat suivant de
Colmez, qui permet de se débarrasser de la dépendance en la filtration de
Hodge dans les constructions précédentes.

THEOREME 8.5. Soit V € V(n). Choisissons un isomorphisme Dy (V) ~
M(r), induisant un isomorphisme Nyig(V) =~ Nyg(m). L’involution induite
(proposition 8.4) par Uinvolution w de (tNyg(V))¥=0 sur (tNyg(m))¥=" ne
dépend ni du choix de V. € V(m) ni du choix de lisomorphisme Dpgt (V) =~
M (7).

Démonstration. L’indépendance par rapport au choix de I'isomorphisme
Dpet (V) >~ M(m) est claire, car deux tels isomorphismes different par un sca-
laire. I’indépendance par rapport au choix de V € V(7) a été démontrée (par
voie trés détournée) dans le paragraphe 9 du chapitre VI de [17] (se rappeler
que les éléments de V() sont classifiés par la filtration de Hodge sur Myg(7)).
Le lecteur trouvera une preuve nettement plus simple dans [14], qui exploite
la description explicite de I’action infinitésimale de G sur t Ny (V)X PL. O

Notons encore w l'involution de (¢ Nyig(7))¥=C obtenue dans le théoréme 8.5.
L’existence de cette involution combinée avec le fait que ¢ Nyig(7) est un (o, I')-
module sur R permettent de copier les constructions usuelles de Colmez (voir
le paragraphe 2 du chapitre II de [17]) et d’obtenir un faisceau G-équivariant
U — tNyig(m) KU sur P1(Q,) dont les sections sur Z, sont ¢ Nyig(7), muni de
l’action canonique de P* définie par

(Preb) 2 = (1+ T)boa (0" (2)).

Notons qu’en copiant ces constructions on obtient a priori seulement un fais-
ceau équivariant sous ’action du groupe libre engendré par PT et w, mais
toutes les relations qui ont lieu dans G sont satisfaites aussi par les sections
de ce faisceau, car c’est le cas pour le faisceau attaché a Dy (V) (pour un
V € V(m) quelconque) et car tNyig(V) C Dyig(V).

Soit V' € V(m). Fixons un isomorphisme Dy (V) ~ M(7), qui induit un
isomorphisme ¢t Nyig (V') =~ tNyig (7). Cet isomorphisme s’étend par construction
en un isomorphisme G-équivariant

tNyig(V) R P! o ¢ Nyjo (1) R P,

qui dépend du choiz de Uisomorphisme Dy (V) ~ M (), mais uniquement a
scalaire prés. Ensuite, par construction de tNyg(V) B P!, on dispose d’une
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inclusion G-équivariante canonique

tNyig(V) R P C Dyi (V) R P
On en déduit une inclusion G-équivariante

t Nyig (1) P! C Dy (V) R P,

canonique a scalaire pres; son image est donc un sous-G-module canonique
de Dyig(V) ® Pl Enfin, la proposition 8.2 fournit une inclusion canonique
(IL(V)20 /TI(V)s5¢)* £ N, (V) K P, donc une inclusion G-équivariante

(IL(V)™ /TL(V) %) C tNyig(m) I P,

canonique 4 scalaire pres.

Apres ces préliminaires un peu pédants mais malheureusement nécessaires,
on peut démontrer le résultat suivant, dua a Colmez [17], [14]. Notre preuve est
différente de celles trouvées dans loc. cit., mais elle s’inspire fortement d’une
astuce que l'on peut trouver dans [14].

THEOREME 8.6. Soient Vq,V2 € V(w). On a
(H(Vl)an/l—[(vl)lisse)* — (H<V2)an/H(V2)lisse)*

a Uintérieur de tNyg(m) X Pl. Ainsi, il existe un isomorphisme canonique d
scalaire pres TI(Vy)20 /TI(Vy)Isse ~ TI(Va)an /TI(Va )lisse,

Démonstration. La seconde assertion est une conséquence de la premiere
et de la discussion qui précede le théoreme 8.6. Notons pour simplifier A; =
Dyig(V;) et Nyig = Nyig(m), ainsi que II; = II(V;). Fixons des identifications
Niig(Vj) = Niig et regardons (I13%/T155¢)* comme un sous-D(G)-module de
Ay X P, via la composée d’inclusions (TI3" /TT4ss¢)* tNyig X P! c Ay X P!
construites ci-dessus.

Montrons d’abord que (II3"/T1{5%¢)* est contenu dans (II3")* C Ay X P!,
On déduit du théoréme de Hahn-Banach et du caractere réflexif de TT15 /TIkisse
que g(TIZ")* est dense dans (IT3"/TI$%¢)* et puisque (II3")* est fermé dans
AyXPL il suffit de montrer que g(IT5%)* C (TI3")*, et méme u ™ (I1§%)* C (TI53%)*
(si cela est vrai, on déduit le résultat pour u~ en conjuguant par w, et pour
a™ et a” en utilisant les relations h = utu™ —u ut = 2at = —2a7).

Autrement dit, il s’agit de montrer que ut(II§")* et (II3")* sont ortho-
gonaux dans Ay X P!, Soient II{ et II9 les boules unités pour des normes G-
invariantes sur Iy, respectivement ITy. Alors (II)* ®p, L =10} et (I13)* ®0,
L = II% sont denses dans (II§")* et (II5")*, respectivement ; il suffit donc de

montrer que u™ (Hgo))* et (Hgo))* sont orthogonaux dans Ay X P!. Mais pour
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tousxG(H(O)) (HO)* etn€Zona
{utz, gt ={(% ) ulz, (5 9) y}e
="t (5 9) @ (7 9) wher € "t ()", (1137) S

La compacité de (Hgo))* et (Héo))* et la continuité de { }p1 permettent de
conclure que {utz,y}p1 = 0 et donc g(I5")* C (II3")*, comme voulu (cette
derniere partie de argument est fortement inspirée de [14]).

Il nous reste & montrer que tout élément [ € (I13"/II{*¢)* vu comme
élément de (II3")*, s’annule sur Hgsse. D’apres la proposition 8.2 il existe a >
m(V1) tel que (TI§"/TI¢)* € ¢tN1OTal MPL, ce qui fait que i;,(1) € tN;  (V2)
pour tous j € Z et n > a. On conclut en utilisant les théoreme 7.8 et 7.11,
ainsi que les propositions 7.6 et 7.7. ([l

Définition 8.7. On note II(m, 0)* le sous-G-module de ¢ Nyg () X P! image
de (IT(V)® /TI(V)55¢)* pour n’importe quel V' € V(r) et n’importe quel iso-
morphisme Dy (V) >~ M (7). On note II(7, 0) le dual topologique de II(m, 0)*
muni de I'action duale de G.

Ainsi, II(7,0) est une représentation localement analytique de G sur un
espace de type compact et pour tout V' € V(m) on dispose d’un isomorphisme
(V)2 /TI(V)isse ~ TI(m,0), canonique & scalaire prés. On peut reformuler
comme suit le théoreme 5.1.

THEOREME 8.8. Il existe un morphisme G-équivariant continu non nul

O T(r,0)" — O(S,)P.

9. Structure de O(Q2)-module sur II(7,0)*

Ce chapitre assez technique est un des points centraux de ce texte. On y
explique dans un premier temps la construction d’un opérateur 9, déduit de
la connexion de I’équation différentielle p-adique de Berger, sur II(m,0)*. Cet
opérateur joue un role tout & fait semblable a 'opérateur de < multiplication
par z > sur O(X,) (z est la coordonnée sur 2) et cette heuristique guide sa
construction. L’observation de base est que cet opérateur sur O(%,,) peut se
A 0)

décrire en comparant les actions infinitésimales a™ et u™ des groupes ( 21

et (1 Zp) En effet, on vérifie sans mal que
T—1=u"00.

Nous verrons que 'on peut définir un unique automorphisme 0 du L-espace
vectoriel topologique II(m,0)* qui satisfait la relation précédente. Ce résultat
est dia a Colmez [14], mais nous avons décidé de le reprendre de maniere assez
détaillée, avec un argument différent et plus direct.
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Puis nous montrons que ’analogie précédente n’est pas anodine et amé-
liorons le résultat en munissant II(7,0)* d’une structure de O(2)-module telle
que la variable z agisse via 0. Cet énoncé, dont la preuve exploite la dualité de
Morita [53], [61], jouera un role capital dans la suite.

Nous fizons 11 € V(m) et notons V. = V(II), Dyg = Diig(V). On fize
un isomorphisme Dyt (V) ~ M(rm), ce qui induit un isomorphisme Nyg =
Niig (V') =~ Nyig(m) et (théoréme 8.6 et ce qui suit) une identification II(m,0) =
127 /I11sse . La construction qui suit ne dépend pas des choix faits, mais il
convient de les introduire pour certains arguments techniques.

9.1. Construction de l'opérateur 0 sur II(m,0)*. Le résultat suivant, qui
sera utilisé constamment dans la suite, repose sur la proposition 6.4.

PROPOSITION 9.1. L’opérateur u™ est d’image fermée sur (II*")* et induit
un homéomorphisme entre (I1?™)* et u™((I1")*).

Démonstration. Considérons une suite 2z, = (Tn,yn) € (II*")* C Dy X
P! telle que uTz, converge dans (II*")* vers z = (x,y) € (II*)*. Puisque
ut 2z, = (tzy, —t0%(yy)) (utiliser le théoreme 7.3) converge dans Dyiz X P! vers
(2,7), il existe a > 0 tel que lim, o0 tx, = 2, lim, oo (—t0*(yn)) = y dans
DIOral - Comme tDIO7a) et fermé dans D%l et la multiplication par ¢ est un
homéomorphisme DI04l dans ¢t DI0>ral (par le théoreme de I'image ouverte), on
conclut que z = tz’ avec 2/ € DI%7al et 2, tend vers 2’ dans D107l

Pour les y, 'argument est plus délicat. D’abord, le méme raisonnement

0,ra] remplacé par N10-7a] (noter que 0?(y,) € N10ral pour tout n assez

grand, en grandissant éventuellement a) montre que y = —tu avec u € N 10,7a]
et 9%(yn) tend vers u dans N7l En particulier 8%(y,) converge vers u dans
Nyig. Mais 0 : Nyg — Nig étant une bijection linéaire continue entre des
espaces LF (proposition 6.4), c’est un homéomorphisme (théoréme de 'image
ouverte), donc y,, converge dans Ny vers y' := 972(u).

On a donc montré lexistence de 2’ € Dyig et ' € Nyyg tels que z = ta,
y = —t0*(y') et z,, tend vers 2’, alors que y, tend vers y’ dans Nyg. Il existe
donc b > a tel que y,, tend vers y’ dans N197). Alors y,, € D% converge dans
NIO7] vers ¢ et comme DO est fermé dans N7l on obtient 3/ € DO et
donc 2’ := (2/,y’) € Drig X Dyig.

Pour montrer que 'image de u™ est fermée, il reste & vérifier que 2/ :=
(z',y") € (II*™)*, car si ce résultat est établi, I'égalité z = ut2’ est claire par
construction. Le fait que Reszx(y') = w(Reszx(2')) suit en passant a la limite

avec D!

dans Reszx(yn) = w(Reszs(v,)). Donc 2’ € Dy K PL. 1l reste & vérifier que
2" est orthogonal a (IT*")*, ce qui suit du fait que les (z,,y,) le sont. Enfin,
la derniere assertion est une conséquence de ce que I'on a déja démontré et du
théoreme de I'image ouverte pour les Fréchets, ce qui permet de conclure. [
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Remarque 9.2. On peut se demander si aM est fermé dans M pour tout
a € A, toute algebre de Fréchet-Stein A et tout A-module coadmissible M (au
sens de Schneider et Teitelbaum [63]). Cela découle directement des résultats
de [63] quand A est commutative, mais tombe malheureusement en défaut si A
ne l'est plus (méme si M est un A-module simple). Le lecteur pourra s’amuser
a construire des contre-exemples en utilisant (par exemple) des induites comme
dans le chapitre 5 de [62]. (Prendre, avec les notations de loc. cit., un caractere
x tel que ¢(x) soit un nombre de Liouville p-adique et montrer en utilisant les
formules explicites du lemme 5.2 de loc. cit., que u~ n’est pas d’image fermée
sur M, .)

COROLLAIRE 9.3. L’opérateur u™ est d’image fermée sur II(mw,0)* et
H(m,0)° fu* (I, 0)7) = (T(rr, 0)* =")".

Démonstration. Le premier point découle directement de la proposition
précédente. Ensuite, I1(m,0)* /u™II(m, 0)* est un Fréchet nucléaire d’apres ce
que 'on vient de démontrer. Il est donc réflexif et comme son dual est trivia-
lement II(m, 0)“+:0, cela permet de conclure. O

THEOREME 9.4. Il existe une unique application linéaire continue O :
(7, 0)* — II(7,0)* telle que l'on ait une égalité d’opérateurs sur II(m,0)*

at —1=uto0d.

Démonstration. L’unicité découle simplement du fait que u™ est injectif
sur I1(7, 0)*, le point délicat est I’existence. Soit | € II(, 0)*, on veut démontrer
que Iy := atl — 1 est dans w*1I(m,0)*. D’apres le corollaire précédent, il suffit
de voir que l1 s’annule sur II(r, 0)4 =0 = (T2 /I1lss¢)u"=0 Ep considérant Iy
comme une forme linéaire sur IT** s’annulant sur 1'%, il s’agit de montrer
que l1(atv + v) = 0 pour tout v € II*" tel que utv € I1lsse 11 suffit donc de
démontrer le

LEMME 9.5. Soitv € II*™ tel que utv € 1'%, Alors vy := atv+v € ITHsse,

Démonstration. La relation u(a™ + 1) = atu™ et le fait que a™utv =0
montrent que uTv; = 0. Comme le Casimir agit par 0 sur II*" (théoréme 7.3),
on obtient aussi

uutv+atv+ (at)?v =0,
et donc atv; = 0 (car v~ utv = 0 par hypothese). Le théoréme 7.11 permet
de conclure. ([

Ce qui précede montre l'existence d’une unique application 0 : II(7,0)* —
II(m,0)* telle que a™ — 1 = w9. Par unicité, & est linéaire. La continuité
suit de la continuité de I'application a™ — 1 : TI(7,0)* — II(m,0)* et du fait
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que uT réalise un homéomorphisme de II(7w,0)* sur le fermé u™ (II(7,0)*) de
II(7,0)*. O

Le résultat suivant montre que la connaissance de ut et d sur II(m,0)*
équivaut a la connaissance de toute 'action de U (sly) :

PROPOSITION 9.6.
(a) En tant qu’opérateurs sur I1(mw,0)*

at =0ou®, Ot —uto=1, uw =-9at =-0%".

(b) Pour tout I1 € V(x), le choiz d’un isomorphisme TI(m,0) ~ I12" /TTlsse
induit une inclusion g(II1*")* C II(7, 0)* et on a une égalité d’opérateurs
sur (T1a7)*

at =0ou", uw =-0a" =—-0%u".
Démonstration. (a) On a
utat =atut —ut = (a™ - Dut =utou,

ce qui permet de conclure pour la premiere égalité, car u™ est injective sur
II(7,0)*. La seconde relation s’en déduit. Ensuite, comme le Casimir agit tri-
vialement sur II(m,0)* et que utu™ —u u" =h =2a™, on a

utu™ =a™ — (a7)? = —uTda™,

donc v~ = —dat = —9%u™T, comme voulu.

(b) L’inclusion est claire. Soit I € (II**)*, alors I; = u™l € II(m,0)* et
donc a™l; — 1 = ut0ly, autrement dit atuTl — uTl = wTOuTl. En utilisant la
relation uta™ = atu™ — u™ sur (II*")* on obtient bien u*(a™l — dutl) = 0,
ce qui permet de conclure pour la premiere relation, car u™ est injectif sur
(I12")*. Puisque II*" a un caractere infinitésimal nul (théoreme 7.3) la relation
u” = —0at = —0%ut s’en déduit comme dans la preuve de la partie a). [l

Enfin, il sera utile de comprendre le lien entre ’action de G et les opérateurs
0 et u™, lien fourni par le :

THEOREME 9.7. Pour tout g = (2Y) € G Uopérateur a—cd est inversible
sur II(m, 0)* et

1
-1 _ _ _ay-1 + -1 _ 2, +
godog ~=(d0—0b)(a—cd)"", gu'g detg(a cd)u™.

Démonstration. En conjuguant la relation a™ — 1 = u™ o 9 avec g, on
obtient

+ 1

gatg™t —1=gutgtogdg".
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Un calcul immédiat montre les identités suivantes dans D(G), donc aussi dans
(7, 0)*

1
gatg™! = dotg (ada™ — abu™ + edu™ — bea™)

et

1
gutg™t = @(—ach +a*ut — Fu7).

En utilisant la proposition 9.6 (ainsi qu'un calcul direct laissé au lecteur), ces
identités se réécrivent

1 1
(6) gutg™! = detg(a —c0)*ut et gatgl= detg(a —cd)(dd — b)ut

Nous avons besoin du

LEMME 9.8. On a une égalité d’opérateurs sur II(m,0)*
gdg  (a — cd) = dd —b.

Démonstration. Pour simplifier les formules, posons z = a — c¢d et y =
dO — b. La relation du™ — u™d = 1 fournit alors

yutz — zuty = det g,

qui, combinée avec la relation (6), donne

(gcfrg*1 — 1) T = <detgxyu+ — 1) T = detga:qurx -
1 _
= Mw(mﬁy +detg) —z = Mw%ﬁy = gutgly.

En combinant ceci avec la relation (gaTg™! — 1)z = guTg™! 0 gdg~ 'z et avec
Iinjectivité de gu™ g~ sur II(7, 0)*, on obtient enfin gdg~ 'z = ¥, ce qui permet
de conclure. O

Le théoréeme 9.7 est ainsi réduit a la preuve de I'inversibilité de a — ¢d. Or,
on déduit du lemme 9.8 la relation

(c-gdg~ '+ d)(a — cd) = det g,
ce qui permet de conclure. O

9.2. Construction de la structure de O(§2)-module. Afin de prouver dans
la section suivante que le morphisme ® du théoreme 8.8 est surjectif, il sera vital
de savoir que I’on peut munir II(7, 0)* d’une structure de O(€2)-module, et c’est
a cette tache qu’est consacrée ce paragraphe. Vu la construction de 'opérateur
0 dans le paragraphe 9.1, le lecteur ne sera pas surpris par ’énoncé du

THEOREME 9.9. Il existe sur II(m,0)* une unique structure de O()-
module qui soit compatible avec sa structure de L-espace vectoriel et telle que
z.l = 9(l) pour tout | € II(m,0)*.
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La preuve du théoreme 9.9 occupe le reste de ce chapitre. L’argument
suit un chemin un peu détourné, car 'opérateur 9 sur II(m,0) (ou son dual)
ne préserve pas de sous-espaces de Banach < évidents » de II(m,0) (en par-
ticulier, il ne préserve pas les vecteurs localement analytiques de rayon fixé).
La raison en est que méme si 0 est construit a partir de la connexion 9 sur
Nyig, sa définition fait aussi apparaitre 071, qui est difficilement contrélable.
Pour contourner ces difficultés, nous utilisons la dualité de Morita, des argu-
ments d’analyse fonctionnelle et le résultat technique suivant. On note ( , )
l’accouplement canonique entre II(m, 0)* et II(m,0).

PROPOSITION 9.10. Soient v € II(m,0) et I € II(m,0)*. L’application
bro:Qp—= L, ru(x) = ((0—=2)"",0)
s’étend en une fonction localement analytique sur Pl(Qp), nulle a linfini.

Démonstration. Posons ¢;,(00) = 0. Pour montrer que ¢, ,, est localement
analytique, nous aurons besoin du résultat suivant :

LEMME 9.11. Pour tous g € G, | € II(m,0)*, v € II(7,0) et € P1(Q,)

on a
cr+d

¢l,v(gx) = T‘cg

¢(c8+d)g*1l,g*11) (l’)

Démonstration. C’est un calcul un peu fastidieux dont 'ingrédient clé est
le théoreme 9.7. Explicitement, en utilisant deux fois ce théoreme on obtient,
en posant g = (29) :

Pro(gz) = (0 — gz) ", v) = (cx + d){((d0 — b+ z(c — a)) "1, v)
—(cx +d){(a — )"z — (dd = b)(a — )™M, v)
(e + d){(a — ed) (& — gdg™V) M0}

= (cx +d){(a—d)"'g(d - 2) g, v)

= (cx +d){(a —cg'0g) (0 —2) g7, g7 )

cr+d 11, 1 cr+d
= det g ((cO+d)(0—x)"g 1,9 v) :m¢(ca+d)g_ll,g_1v' U
Il suffit donc de voir que ¢;,, est analytique au voisinage de 0. Notons que

grace au théoreme 9.7 on a®?

dro@) =((§1)071 (557 bo) = (L(§1) 07" (5 77) v)-
En écrivant II(7, 0) = 112" /T1"° pour un choix de IT € V(r), et en filtrant
IT < par rayon d’analyticité > (voir [18, chap. IV] pour les détails), on peut
écrire TI(7,0) comme une réunion croissante d’espaces de Banach TI(w, 0)(")

45. On définit les opérateurs 9, 8~ ' sur II(m,0) par dualité.
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(h € N*), stables par (é le), mais pas par 0 ou 0~'. Soit h tel que v €
(m,0)™. La fonction z — (3 %) v étant analytique au voisinage de 0, & valeurs

dans le Banach II(7,0)(", on peut écrire pour z € pNZ, (N assez grand, ne
dépendant que de v)
(37)v= Y a",

n>0

avec v, € II(w,0)™. On a p"Nv,, — 0 dans II(7,0)("), donc aussi dans TI(r, 0).
Puisque 0 est un homéomorphisme de II(m,0) (car elle est linéaire bijective
et que II(m,0) est un espace de type compact), on a p"V9~!(v,) — 0 dans
II(7,0). 1l existe donc h' > h tel que p"V~(v,) — 0 dans I(x, 0)"). Posons

vl = p™N o (vy,).
Ainsi, pour tout € pV Z, on a (par continuité de 971 et de la restriction de

1 & TI(m,0)"))

b = (1510 (A7) 0 = X () 1)k

n>0 P

o

Puisque v/, tendent vers 0 dans II(7,0)("), il existe M, dépendant de //,
tel que les fonctions

fo:Zp— L, fulx) =1((51)vn)

tendent vers 0 dans I'espace des fonctions analytiques sur a + p™ Z,, pour tout
a € Z,. (Cela découle du théoreme IV.6 et de la remarque IV.15 de [18].) On
en déduit que la fonction

T n
o @) =Y () @)
n>0 P
est analytique au voisinage de 0, ce qui permet de conclure. O

Passons maintenant & la preuve du théoreme 9.9. Soit St*" la Steinberg
analytique, quotient de I'espace LA(P'(Q,)) des fonctions localement analy-
tiques sur P1(Q,), & valeurs dans L, par les fonctions constantes. Nous ferons
un usage constant du résultat classique et fondamental suivant, connu sous le
nom de dualité de Morita [53].

PROPOSITION 9.12.
(a) Soit A € O(Q)*. La fonction f\ définie (pour x € Q) par

@ =2()

Z—X

s’étend en une fonction localement analytique sur Pl(Qp), nulle a ’in-
fini. De plus, lapplication A — fy induit un isomorphisme de L-espaces
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vectoriels topologiques S

O(Q)* =~ St
(b) La transposée de l’isomorphisme précédent est (via lidentification
O(Q)* = 0(Q)) Vapplication p— f, € O(), ou

1
)= [, T2

Soit
1
S= Vecterpﬁ C O(Q)
le sous L-espace vectoriel de O(2) engendré par les fonctions i pour x € Q.

Si f € S, onnote s I'élément de (St*)* qui correspond a f via I'isomorphisme
O(92) ~ (St*)*. Explicitement,

pp = Zaxéx—<z az>5oo si f= Z z‘fcmes.

x€Qp z€Qyp r€Qp

Notons que S est dense dans O(f2) (cela découle directement de la proposi-
tion 9.12 et du théoreme de Hahn-Banach).
Le théoreme 9.7 donne un sens a la définition suivante :

Définition 9.13. Si f = Y .cq,
continu

Ty : T(m,0)* = I(m,0)*, Tr(l) = > ax(0—=2)"'(1) € I(r,0)*.
r€Qp

= € §, on définit un opérateur linéaire

Notons que par construction on a pour tous ! € II(7,0)*,v € II(7,0), f € S

(7) <Tf(l)7v> = ax(lsl,v(x) = / (Zsl,v,uffv
Z‘EZ(QP PI(QP)
puisque ¢y, s’annule a l'infini.

PROPOSITION 9.14. Soit f € O(Q) et soit (fn)n une suite d’éléments de
S qui converge vers f dans O(Q). Alors la suite d’opérateurs Ty, converge
faiblement vers un opérateur continu Ty : II(m,0)* — II(7,0)*.

Démonstration. Posons g, = f, — fn_1, de telle sorte que g, € S tend
vers 0 dans O(Q2). Si v € II(m,0) et [ € II(7,0)* on a

T 0) = [ rpa,
P1(Qp)

46. C’est méme un isomorphisme de G-représentations, si I’on remplace O(£2) par Q' (Q).
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Comme g,, tend vers 0 dans O(2), fig, tend vers 0 dans (St**)* (par dua-
lité de Morita) et donc fg, tend faiblement vers 0 dans (St*")*, ce qui per-
met de conclure que lim, (T}, (1),v) = 0. Combiné avec le lemme 5.10 et
la réflexivité de II(m,0), cela montre que lim, o Ty, (l) = 0 dans II(7,0)*.
Ainsi, limy, o0 (T, (1) = T¥,_, (1)) = 0 et comme II(7,0)* est complet, la suite
d’opérateurs (T, ), converge faiblement. La continuité de la limite découle du
théoreme de Banach-Steinhaus. g

PROPOSITION 9.15.
(a) Pour tous f € O(Q),l € II(7,0)*,v € II(7,0) on a

0= [,

(b) Si fr, € O(Q) tend vers f € O(R), alors pour tout | € II(w,0)* on a
T}grgonn(l) =T¢(l) dans II(m,0)".

¢z,vﬂf‘
p)

Démonstration. (a) Soit (f,), comme dans la proposition précédente,
alors

(T30).0) = Jim (Ty, ()0) = Jim [ brog, = [y,
! ! ) ! P1(Qp) !

n—oo n—o0 P1 (Qp

la derniere égalité étant une conséquence du fait que (1, ) converge faiblement
vers puy (encore une fois, par dualité de Morita).

(b) Le lemme 5.10 montre qu'’il suffit de vérifier que lim,, o (T%, ({),v) =
(T¢(l),v) pour tout v € II(m,0)*. Cela découle directement du a) et de la
dualité de Morita. O

Le théoreme 9.9 se déduit maintenant facilement de ce qui précéde. En
effet, la structure de O(£2)-module sur II(m,0)* s’obtient en posant f.l = T¢(l)
pour f € O(Q) et I € II(w,0)*. Le seul point qu’il nous reste a vérifier est
que (fg).l = f.(g.l) pour tous f,g € O(R) et [ € II(m,0)*. Par densité de S
dans O(Q) et la continuité des applications [ +— f.l et f +— f.l (qui découle
des résultats précédents), on se ramene au cas ou f,g € S, et ensuite au cas
f= Ziz et g = Ziy, avec =,y € Qp. De plus (encore par continuité), on peut
supposer que x # y. Mais alors

1 1 1
rT—y \z—x z—y
et le résultat voulu découle de l'identité
_ _ 1 _ _
(@—a)to(@—y) "= x_y((@—a:) —@-y)™

valable sur II(m,0)*.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme 9.9, mais
il nous sera tres utile par la suite.
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PROPOSITION 9.16. Tout morphisme G-équivariant continu ® : TI(7,0)* —
O(X,)° est O(Q)-linéaire.

Démonstration. Les opérateurs 0 et u™ satisfont a™ — 1 = w9 sur les
deux espaces II(m,0)* et O(%,,)P. Puisque ® est G-équivariant, il commute a
a® et ut. On en déduit que u*®(dl) = utdP (1) pour tout [ € II(r, 0)*. Puisque
ut est injectif sur O(X,,)?, on en déduit que ® commute avec 9. Il commute
donc aussi avec (0 — x)~! pour tout z € Q,. On en déduit que ®(f.1) = f&(I)
pour tout f € S et tout [ € II(m,0)*, et le résultat s’ensuit grace a la densité
de § dans O(Q) et au point (b) de la proposition 9.15. O

10. Surjectivité de ¢

Ce chapitré est consacré a la preuve du résultat suivant, preuve qui doit
beaucoup a des discussions avec Laurent Fargues et Pierre Colmez.

THEOREME 10.1. Tout morphisme G-équivariant continu et non nul ® :
II(m,0)" — O(X,)" est surjectif.

En appliquant [63, lemma 3.6] et le théoréme 8.8, on en déduit que le
D(G)-module O(%,,)” est coadmissible. En décomposant O(%,,) selon I’action
de D*, on obtient la coadmissibilité du D(G)-module O(%,,).

La preuve du théoreme 10.1 se fait en deux étapes : on établit d’abord que
I'image de ® est dense en utilisant des résultats de Kohlhaase [49] sur le lien
entre certains fibrés G-équivariants sur la tour de Drinfeld et certains fibrés
D*-équivariants sur la tour de Lubin-Tate. Un argument d’analyse fonction-
nelle permet alors de conclure que ® est surjectif. Les deux étapes utilisent
de maniere cruciale la structure de O(§2)-module sur II(7,0)* et le fait que
¢ est O(Q2)-linéaire. Nous utiliserons aussi systématiquement les résultats du
chapitre 3 de [63] concernant les modules coadmissibles sur une algebre de
Fréchet-Stein (qui sera dans notre cas 'algebre des fonctions rigides analy-
tiques sur une variété Stein sur Q).

10.1. Les tours jumelles. Si X vit sur Q,, X désigne ’extension des sca-
laires X®Qpr~

LEMME 10.2. Soit F' : X — Y un morphisme d’espaces de Fréchet, tel
que F': X =Y soit d’image dense. Alors F' est d’image dense.

Démonstration. Soit [ une forme linéaire continue s’annulant sur 'image
de F'. Alors pour tout a € Q,

[(F(x&a)) = [(F(z)®a) = a - (F(z)) = 0.
Donc [ o F g’annule sur I'image de X ®q, Qp dans X. Cette image étant dense,

onaloF =0 et comme F est d’image dense on a [ = 0. Mais alors pour tout
y €Y onal(y) =Il(y®1) =0, dou le résultat. O
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Avant de prouver que ® est surjective, on va montrer que ¢ est d’image
dense. D’aprés le lemme précédent, il suffit de le faire pour ®.

PROPOSITION 10.3. L’image de ® est dense dans O(M,,)P.

Démonstration. Notons W = Im(ci)) adhérence de 'image de ® : c’est
un sous-O(£2)-module coadmissible (sur O(f2)) de O(M,,)?, puisqu'un sous-
module fermé d’un module coadmissible est lui-méme coadmissible et puisque

9

O(M,,) est coadmissible, en tant que O(2)-module projectif de type fini [63].

9

On a donc une suite exacte G-équivariante de O(€2)-modules coadmissibles

0—-W —=O0OWM,) - O(M,)’/W — 0.
Comme ) est une variété Stein, cette suite exacte revient exactement a la
donnée d’une suite exacte de faisceaux cohérents G-équivariants sur €2, que
nous noterons

0—>F—=G—F —0.

Le faisceau G est un fibré vectoriel, puisque M., est un revétement étale de ).
Les faisceaux cohérents F et F’ aussi : comme € est une courbe lisse, il suffit
en effet de voir qu’ils sont sans torsion. Or le support de la partie de torsion
d’un faisceau cohérent G-équivariant sur O(Q) est un sous-ensemble discret de
Q stable par GG : c’est donc I’ensemble vide. La suite exacte ci-dessus est donc
une suite exacte de fibrés G-équivariants sur Q.

Pour montrer que ces deux fibrés sont isomorphes, nous allons faire appel
aux résultats de [49]. Commencons par fixer quelques notations. On note M((]O)
la composante de Mo correspondant au lieu ol la quasi-isogénie est de hauteur
0, et MY ses revétements. On note aussi Eéo) I'espace de Lubin-Tate ([51],

o

c’est une boule ouverte de rayon 1) et Ly ses revétements (galoisiens de groupe

Go/Gh).
L’observation de base de Kohlhaase est que I'anneau O(/\;lq(zo)) est (Fy, Gy)-
régulier 47 au sens de Fontaine. De méme, ’anneau (’)(EV%O)) est (F},, Dy,)-régulier.
Si N est un fibré vectoriel Go-équivariant de rang r sur M(()O) et si N =
HO(M(()O),N), on pose

An(N) = (OMP) @, N)©"

M)
De la régularité de (’)(/\2,(10)), on déduit par un argument standard que 'appli-
cation naturelle

(0 (0
(5) OMP) 5, Aa(N) = OMY) 8, i) N

47. Rappelons que F, = Qp(upn).



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 383

est injective, pour tout n. En particulier, A,(N) est un Fy-espace vectoriel
avec action semi-linéaire de Gy/G,,, de dimension inférieure ou égale a r.

De méme, si NV est un fibré vectoriel Dy-équivariant sur Euéo), et si N =
HO(Z',(()O),/\/’), on pose

An(N) = (O(L) @ 5000y NP
L’application naturelle
PO (0)
(9) O(L,”) R A, (N) = O(LY) ®O(5éo)) N

est injective pour tout n.

Définition 10.4. Un fibré vectoriel Gy-équivariant N sur Méo) est dit de

Lubin-Tate $il existe n > 0 tel que application (8) soit un isomorphisme. On
définit alors Dyp(N) comme le fibré Dy-équivariant sur Eéo) dont 'espace des

sections globales est le O(EU%O))GO = O(Ev(()o))—module
HO(LY", Dia (M) = (O(L) @, An(N))™

Un fibré vectoriel Dg-équivariant N' = N sur Evéo) est dit de Drinfeld s’il existe

n > 0 tel que lapplication (9) soit un isomorphisme. On définit alors Dp,(N)

comme le fibré Gp-équivariant sur M((]O) dont ’espace des sections globales est

le O(M%O))DO = (’)(Méo))-module
HO M, Dp:(N)) = (O(MD) @ An(N))P0.

Un fibré G-équivariant A/ sur Q est dit de Lubin-Tate si

0
(mhy )" (Resg, (A)
est de Lubin-Tate au sens précédent, ou 71'1(302 : Méo) — Q est I’application des

[ v . < (0
périodes de M restreinte a la composante connexe ./\/l(() ),

De méme, un fibré D*-équivariant AN sur P! est dit de Drinfeld si
0)\ % *
(mi2)" (Resp, ()

est de Drinfeld au sens précédent, ou 7T£0T) : Euéo) — P! est I’application des
périodes de Gross-Hopkins [44].

Si AV est un fibré de Lubin-Tate sur € (resp. si N est un fibré de Drin-
feld sur P1), le fibré Dyp(N) est D*-équivariant (resp. le fibré Dp,(N) est
G-équivariant) et de plus il descend en un fibré D*-équivariant encore noté
Dy (N) sur P! (resp. en un fibré G-équivariant encore noté Dp,(N) sur ).

THEOREME 10.5 (Kohlhaase).
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(a) Les foncteurs Dyp et Dp, réalisent des équivalences de catégories
quasi-inverses 'une de l'autre entre la catégorie des fibrés G-équi-
variants sur Q) dits de Lubin-Tate et celle des fibrés D*-équivariants
sur P! dits de Drinfeld.

(b) Si p est une représentation lisse de dimension finie de D*, le fibré
p* @ Opy est un fibré de Drinfeld et on a un isomorphisme canonique

Dp:(p" ® Op:1) = O(Mn)p-
(c) Les catégories des fibrés de Drinfeld et des fibrés de Lubin-Tate sont
stables par sous-objet et quotient, et les foncteurs Dy et Dp, préser-
vent les suites exactes.

Remarque 10.6. Les méthodes de Kohlhaase [49] sont élémentaires et n’uti-
lisent pas I'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, di a
Faltings et Fargues [31], [33].

Revenons a la preuve de la proposition 10.3. Le fibré G est un fibré de
Lubin-Tate, d’apres le deuxiéme point du théoreme, puisque G = Dp,(p* ®
Op1). Le troisieme point du théoréme prouve que F et F' sont aussi de Lubin-
Tate, et que I'on a une suite exacte de fibrés D*-équivariants sur P! .

0— DLT(.F) — p* X Of,l — DLT(]:/) — 0.

Choisissons A un entier positif suffisamment grand pour que les fibrés Dy (F)®
O(A) et Drp(F') ® O(N) soient a pentes positives. En tordant par O(A), on a
donc une injection D*-équivariante

0 — H(Dip(F) @ O(N)) = p* @ Sym*(L?)

Or, comme p* est lisse, le membre de droite est une représentation irréductible
et cette fleche est donc un isomorphisme. En outre, la suite exacte longue
de cohomologie donne l'annulation de H°(Dpp(F') ® O()\)) = 0. Comme
Dir(F') ® O(M) est un fibré de pentes positives, il est nul et donc Dy (F)
est en fait isomorphe a p* ® O, . Par conséquent, F est isomorphe & G. Ainsi,
on a bien W = O(M,)". O

Remarque 10.7. La preuve ci-dessus est simple mais ne fonctionne plus en
dimension supérieure (la théorie de Kohlhaase n’est pas limitée a la dimension
1) ; toutefois, elle s’applique encore si I’on remplace Q,, par une extension finie.
Elle utilise de fagon cruciale le fait que p est lisse. Si V(X) est le module
de Dieudonné rationnel du groupe formel de hauteur 2 sur F,, V(X) est une
représentation irréductible de degré 2 de D* et pourtant ’on a une suite exacte
de fibrés D*-équivariants sur P! ([44]) :

0— Opl(*].) — V(X) X OPI — Opl(].) — 0,
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qui tirée en arriere a E(() ) redonne la suite exacte de fibrés équivariants fournie
par la théorie de Grothendieck-Messing.

Notons qu’au passage on a démontré la

PROPOSITION 10.8. Le O(Q2)-module O(%,,)P avec action semi-linéaire de
G est topologiquement irréductible.

Démonstration. Soit V- C O(%,,)? un sous O(£2)-module fermé non nul et
stable sous 'action de G. Comme on ’a vu dans la preuve du lemme 10.2, 1%
est lui-méme non nul et le paragraphe précédent montre que le (’)(Q)—module
O(3,)” avec action semi-linéaire de G est irréductible. En particulier, V en est
un sous-espace dense et par le lemme 10.2 on en déduit que V' est dense dans

O(X,)?; comme il est fermé, il est égal a tout 'espace. O

Remarque 10.9. Nous ne prétendons pas avoir démontré que le G-module
topologique O(X%,,)” est irréductible ! Toutefois il 1’est effectivement : combiner
[14] et le théoreme 1.2.

PROPOSITION 10.10. Tout endomorphisme O(§2)-linéaire et G-équivariant
de O(%,)? est scalaire.

Démonstration. On raisonne comme avant : il suffit de le vérifier apres
avoir étendu les scalaires a Qp, dans quel cas cela suit de I’équivalence de
catégories de Kohlhaase et du fait que les endomorphismes du fibré D*-équi-
variant p* ® Op, sont scalaires. (Par un argument semblable a celui utilisé pour
démontrer son irréductibilité.) O

10.2. Un résultat d’analyse fonctionnelle. Sil'on savait que II(,0)* était
coadmissible comme O(2)-module, on pourrait conclure directement que ®
est surjective, car un morphisme continu entre modules coadmissibles sur une
algebre de Fréchet-Stein est automatiquement d’image fermée [63]. Mais il
semble difficile de montrer un tel énoncé de coadmissibilité - nous I’obtiendrons
uniquement comme conséquence de notre résultat principal ! Pour conclure que
Iimage de ® est effectivement O(X,,)? tout entier, il reste donc & démontrer la

PROPOSITION 10.11. Soit X une variété Stein sur Qp. Soit N un O(X)-
module projectif de type fini et soit Y un O(X)-module qui soit un espace de
Fréchet. Tout morphisme continu F :' Y — N qui est O(X)-linéaire et d’image
dense est surjectif.

Démonstration. Notons N’ := Im(F) C N. Par hypothese il existe un
O(X)-module N” tel que N @ N” = O(X)? d > 0. En remplacant N par
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NoN'"=0(X) Y par® Y @ N” et F par F @ id, on peut donc supposer
N libre de rang fini. En raisonnant dans une base, on est méme ramené au cas
ou N = O(X), N' =1 est un idéal de O(X).

Supposons que l'on peut trouver un nombre fini d’éléments fi,..., fi, € 1
tels que V' (f1,..., fm) soit vide. L’idéal J = (f1,..., fm) de O(X) est de type
fini, donc coadmissible et donc fermé [63] dans O(X). De plus, si (Uj); est un
recouvrement Stein de X, alors V(J N O(U;)) = 0, donc J N O(U;) = O(U;)
par le Nullstellensatz affinoide, pour tout j. On en déduit que J est dense, et
comme il est fermé, on a J = O(X) et donc aussi I = O(X), ce qui finit la
preuve de la proposition.

Il reste donc & montrer l'existence de fi,..., fi,- On choisit les f; par
récurrence. On prend f; € I non nulle. Supposons fi,..., fi—1 choisis et
V(f1,-.., fi—1) non vide. Donnons-nous un recouvrement de Stein (U;) de X.
Pour chaque j, V(f1,..., fiz1) NUj est affinoide et n’a donc qu’un nombre fini
de composantes irréductibles. *° On choisit pour chaque composante un point
fermé quelconque de cette composante. Répétant cette opération pour chaque
J, on obtient une suite dénombrable (z,),en de points de X. Pour chaque k,
on choisit un élément &, € O(X) s’annulant en z;, pour tout j =0,...,k—1
et ne s’annulant pas en zj. (L’existence de & est facile si I'on souvient que, X
étant Stein, il existe une immersion fermée ¢ de X dans l’espace affine ; il suffit
de prendre & de la forme P o ¢, ou P est un polynéme bien choisi.)

On va construire f; € I ne s’annulant en aucun des z,. Par hypothese, I
est dense dans O(X), il existe donc un élément h,, € I ne s’annulant pas sur
Porbite de z,, pour chaque n > 0. Par définition h,, = F(y,), avec y, € Y.
Comme Y est un espace de Fréchet, sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes (g )n>0. Posons ¢y = 1, puis choisissons ¢, € Q,
par récurrence sur n, de sorte que ) ;_, ckérhy ne s’annule pas en z,, ce qui
est possible puisque hy,(z,) # 0, et de sorte que

|cn’ max Qk(ényn) <27
k=0,...,n

(Cette expression a un sens, puisque Y est un O(X)-module.) Notons
o0
fi=F(O_ aleyr) €1,
k=0
la somme 72, cx&ryr étant convergente dans Y. Soit n > 0. Alors pour tout
k > n,

48. Noter que N” (et donc Y & N”') est naturellement muni d’une structure d’espace de
Fréchet, car c’est un sous-O(X )-module fermé du Fréchet O(X).

49. Soit A une algebre affinoide. Les composantes irréductibles de I’espace affinoide SpA
sont les ensembles analytiques SpA/p, ol p est un idéal premier minimal de A ; comme A est
noethérienne, il n’y en a qu’un nombre fini.
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F(eréeyr)(2n) = crbp(2n)hr(2n) =0,

et donc
n

fz(zn) = Z Ckfk(zn)hk(zn) 7é 0,

k=0
par choix de la suite c¢. Donc f; ne s’annule en aucun des z,.
Si Z est une composante irréductible de I’affinoide

V(fl, o ,fi—l) N Uj,

il existe n tel que z, € Z par choix de la suite z, mais par hypothese f;
ne s’annule pas en z,. Ainsi, V(f) N Z est un fermé strict de Z et donc
dimV(f) N Z < dim Z. Ceci valant pour chaque composante irréductible de
V(fi,..., fi—1) NUj, on en déduit que

dimV(fl, ce ;fz) N Uj < dlmV(fl, ce 7fi—1) N Uj —1.

Comme (U;) est un recouvrement ouvert affinoide admissible de X, on en
déduit en passant a la limite sur j que

dlmv(flv s 7fl) < dlmv(fla .. '7fi71)7

comme voulu. O

Le théoréme 10.1 résulte alors de la proposition précédente ®® (avec X = €,
Y =1I(m,0)* et N = O(%,)”) et des propositions 9.16 et 10.3.

11. Injectivité de ® et fin de la preuve

Nous allons expliquer dans cette partie la preuve de U'injectivité de ® (ce
qui terminera la démonstration du théoreme 1.2) et celle du théoréme 1.4. Cela
passe par l'introduction d’une nouvelle représentation de G, notée I1(w, 2), dont
le dual est construit a partir de la représentation II(m,0)* et de l'opérateur
9, ainsi que par 'étude de l'action de u' sur II(m,2), et plus précisément
du G-module TI(mr,2)* =0, reposant sur la théorie du modele de Kirillov de
Colmez rappelée dans la section 7. Nous commencons donc par la. Notons
que l'injectivité de ® est une conséquence immédiate de l'irréductibilité de
II(7,0), qui est démontrée dans [14], mais nous aurons besoin de la plupart
des constructions et résultats techniques de ce chapitre dans la preuve du
théoreme 1.4. Ces mémes résultats permettent de démontrer l'injectivité de ®
sans utiliser son irréductibilité.

50. Noter que O(X,)” est un facteur direct de O(X,) en tant que O(2)-module, et que
O(%,) est projectif de type fini comme O(Q2)-module [49, prop. A5]
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11.1. La représentation II(m,2). Nous avons déja observé que la G-repré-
sentation Q!(X,,) s'obtient directement & partir de O(%,,), en tordant par le
cocycle ¢ € ZHG,0(2)*),

c(g) = detg-(a—cz)?, s gz(i Z)EG.

Nous allons construire un analogue II(7,2)* de Q'(%,) a partir de (7, 0)*,
par le méme procédé : le travail déja effectué rend la marche a suivre évidente.

La premiere partie du théoreme 9.7 permet de définir une action de G sur
II(7,0)* en posant

gxl=detg-(a—cd)%(gl) si gz(i Z)EG.

Cette représentation se réalise sur I'espace vectoriel topologique II(7, 0)*, mais
pour éviter les confusions il convient d’introduire une variable formelle dz et
poser

(10) I(m,2)* = (7, 0)*dz, avec g(ldz) = (detg- (a—cd) 2(g.l))dz

pour [ € II(7,0)* et g = (2%) € G. Le théoréme 9.7 et le corollaire 9.3 se
reformulent alors comme suit :

ProPOSITION 11.1. II(m,2)* est une représentation de G et Uapplication
d:II(m,0)* — II(7,2)*, d(l) = —ut(l)dz
est G-équivariante, d’image fermée.

11.2. Le noyau de ut sur II(m,2). Nous reprenons les notations des sec-
tions 6 et 7. Le but de ce paragraphe est d’établir le théoreme 11.7 ci-dessous.

PROPOSITION 11.2. Soit V € V(x). Le plongement v — ¢, de TI(V)F~fini
dans LP(Qg, Dg;¢(V)' induit un plongement P-équivariant

an isse\ut= * g—
Wy o (V)™ /TI(V) 1) =0 — LP(Qg, ¢t ' N (V) /N (V).
Démonstration. En utilisant le théoréeme 7.11, on obtient
(H(V)an/l—[(v)lisse)u"":o — (H(V)an)a+u+:(u+)2:0/1—[(v)lisse'
Le plongement IT1(V)P~fini ¢ [P( o D3¢(V))! induit un plongement ®!

(V) " =P =0 ¢ Lp(Qg, (72D (V) /D (V) V=0T

51. On écrit ¢ pour I'opérateur de multiplication par ¢ sur D, (V).
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En utilisant la description explicite
N (V) = Leo[[t]] @1 Dar(V)
et
D3(V) = tNG(V) + Loo[[t]] @1 Fil’(Dar (V)

un calcul immédiat montre que linclusion Nj(V) C ¢t~ 'D};(V) induit un
isomorphisme canonique I'-équivariant

tING (V) /D (V) = (872D (V) /D i (V) V=0
On obtient donc un plongement v — ¢,
anyatut=(ut)2= * 4
(II(V)™) =0 C LP(Qp ¢ NG (V) /D (V)
En combinant ceci avec le théoreme 7.11 on obtient le résultat voulu. O
Soit V' € V(7) et fixons un isomorphisme « : Dpgt (V) >~ M (). Il induit

un isomorphisme de I'-modules it : Nt (V) ~ Loo[[t]] @, Mar(7) et donc un
isomorphisme de I'-modules

agit : TN (V) /N (V) = Loo(—1) @, Mag ().
L’isomorphisme a induit aussi un plongement ap: : (II(V)2" /TI(V)lisse)* —
tNyig(m) X P! (via I'isomorphisme ¢ Nyjg (V) P! ~ t Ny (1) K P! induit par «)
et par définition apr : (IL(V)* /TI(V)5¢)* — TI(7,0)* est un isomorphisme.
On note
Eva + I(m,0) = TI(V)™ /II(V)lisse
I’isomorphisme induit par la transposée de ap1 composé avec 'isomorphisme

[(H(V)an/ﬂ(v)lisse)*}* ~ H(V)an/ﬂ(v)lisse.

En utilisant le plongement Wy introduit dans la proposition précédente on
obtient un plongement

Wi I, 00 =0 = LC(QY, Loo(—1) ®1 Mar(r)),
Wi = i © Vv 0 (§vialy(q g)ut—o)-

THEOREME 11.3. Le plongement vy o, introduit ci-dessus est indépendant,
a homothétie prés, du choiz de V € V() et de l'isomorphisme o : Dpgt (V') >~
M (7). De plus, pour tout choiz de V' et a le diagramme suivant de P-représen-
tations est commutatif a scalaire pres

TI(, 0)4" =0 = LO(Q}, Loo(—1) @1 Mygr())"
J !
(T(V) TV )lisse)u™=0 — LC(Qp, t~ N (V) /N (V)T
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En particulier, on dispose d’un plongement P-équivariant canonique a scalaire
pres :
e 1(m,2)" =0 = LO(Q), Loe ©1 Mar(m))"

Démonstration. La derniere assertion découle immédiatement de la pre-
miere, en utilisant le fait que comme P-représentations, II(m,0) et II(7,2) ne
different que par torsion par le caractere (& b) — a.

L’indépendance (& homothétie pres) par rapport a a (a V' fixé) est immé-
diate (changer « en za avec x € L a pour effet le changement de ¢y, en $2Lv7a,
car {yga = £€v,o), mais I'indépendance par rapport a V' I’est nettement moins.
Nous aurons besoin du résultat suivant, qui demande quelques préliminaires.
Par construction on a II(r, 0)* C tNyg(7)KP! et méme II(7,0)* C tNIOmIxP?
pour n assez grand (dépendant de V' uniquement). Cela permet de définir des
applications

ijm o IL(m, 00" = t(Nyig (7)) 4 = tLoo[t]] ®1 Mar (),

, _ "0
pour n assez grand et j € Z. Notons que i,(L) = aqit(in(l)) si

l E (H(V)an/]:[(v)hsse)*
satisfait L = api(l) (il suffit de suivre les définitions). Enfin, on écrit { }airv
pour l'accouplement entre tN (V) et t N (V)/Ni:(V) induit par 'accou-
plement entre Dgi¢(V)"[1/t] = Dqir(V)*[1/t] et Dgie(V)F[1/1].
LEMME 11.4. Soit II(m,0)% =0 le sous-espace de II(w,0)% =0 engendré

par les (1 — n)v avec n € (1 Q”) et v e I(r, 00" =0 §i L e I(x,0)* et

01
v e I(m, 0)};*=0, alors pour tout n assez grand

L(v) = 3 {agit(i5n(L), agit (0v.a () (0™ bt v-
JEZ
Démonstration. Ecrivons L = api(l), I € (II(V)2 /TI(V)lisse)*, 1’égalité
L(v) = l(§v.a(v)) découle de la définition de &y,. Ensuite, le vecteur vy =
&v,a(v) est dans le sous-espace de

(H(V>an/n(v)lisse)u+:0 C H(V)P—ﬁni/H(V)lisse

engendré par les (1 — n)y avec y € II(V)P~fni/T(V)lisse. On en déduit que
vy € II(V)P—Hini /TI(V)lsse | ce qui permet d’utiliser le théoreme 7.8 et obtenir
ainsi

L(v) =1(v1) = > {ijn(l), ¥y (v1)(p7) }air,v-

JEZ
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On conclut en utilisant les égalités
ijn(L) = aqit(ijn(l)) et Wy (v1) = agi(iva(v)). O
Considérons maintenant deux représentations V;, Vs € V(7) et deux iso-
morphismes aq : Dpst (V1) >~ M(7), ag @ Dpst(Va) >~ M(7). Soit u = a;l oo :
Dpet (Vi) =~ Dpst(V2). En appliquant le lemme précédent avec V' = Vi, puis
avec V = V3 et en comparant les résultats on obtient pour tous L € II(m,0)*,
v e II(m,0)4 =0 et n assez grand

2{0‘1 dif iy, ))>O‘1_,<ljif(LV1,a1 (U))(p_‘j)}dif,vl

JEZ
-1 4. -1 —q
= Z{Udif(al,dif(zj,n(L)))> udif(aLdif(LVg,aQ (v))(P™7)) Yait, v, -
JEZ
Puisque les accouplements { }qif,v; sont induits par des isomorphismes
/\Q(Dpst(vj)) = La
ugir est compatible avec ces accouplements & un scalaire C' prés. Ainsi, I’égalité
précédente s’écrit
. -1 —i
Z{Oﬁ dif (4n ( ))70‘1,dif(LV1,a1(U) — Cuyy,a,(v))(p77) }ait, vy, = 0.
JEZ

Nous avons maintenant besoin du

LEMME 11.5. Soit (z;)jez une suite d’éléments de t ' N (V1) /Nf:(V1),
a support fini et telle que pour tout L € II(mw,0)* et tout n assez grand
—1 /.
Z{%,dif(lj,n(L))a j tait,v, = 0.
JEZ
Alors xzj = 0 pour tout j.
Démonstration. On a donc pour tout I € (II(V;)2® /TI(V;)lisse)*
> {ijn(l), z;}ait,v, = 0.
JEZ
La proposition 7.6 permet de construire un vecteur v € II(V;)I~fn tel que
bo(p™) = x; pour tout j. Le théoreme 7.8 combiné avec I’hypothese montre
que I(v) = 0 pour tout [ € (IT(V7)2®/TI(V;)i5¢)* autrement dit v € TI(V;)1sse.
On conclut en utilisant la proposition 7.9. O
On déduit de ce qui précede que ty; o, — Ctyy q, s’annule sur II(m, 0)u"=0,
autrement dit que I'image de vy, o, — Ct1;,q, st contenue dans le sous-espace
des ((1) le )—invariants de LC(Q}, Loo(—1) ®1 Mag(m)'. Comme ce sous-espace
est nul, cela permet de conclure. O
Pour pouvoir décrire plus complétement II(, 2)"+:0, il faut maintenant
comprendre le lien entre II(7,2) et les I1*", pour II € V(7).
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PROPOSITION 11.6. Soit I1€ V(7). Le choixz d’un isomorphisme I1(m,0) ~
122 /11 détermine un plongement G-équivariant de (II*")* dans TI(m,2)*,
qui fait de (II*™)* un sous-espace G-stable de II(m,2)* contenant d(IL(m,0)*).

Démonstration. L’application
d : (I1*)* — (1% /I1I55¢)* ~ TI(, 0)* — II(, 2)*,
la premiere fleche étant [ — —u™ (1) et la derniére étant simplement [ +— [ dz est

bien définie et un plongement car u™ est injectif d’image fermée sur IT(m, 0)*.
Il reste & montrer que d est G-équivariante, ce qui revient & montrer que

ut(gl) = det g - (a — cd) 2g(u™l)
pour tout [ € (II*")* et tout g € G. Si ¢ = 0, découle de l'identité
+ (a b)Y _dfa b\ |
" (0 d>_a(0 d) "
dans D(QG) et du fait que (IT*")* est un D(G)-module. Ainsi, F' est équivariante
pour Paction du Borel B de G et il suffit de tester que d(wl) = wd(l) pour

[ € (T1#0)*. Cela revient & utwl = —0~2w(utl), ou encore (en appliquant w et
en utilisant la relation w0~ 2w = 9% sur II(7,0)*) u~l = —0%utl. Cela découle
de la proposition 9.6. O

THEOREME 11.7. Le sous-espace I1(,2)* =0 de II(r, 2) est stable par G
et on a un isomorphisme, canonique a scalaire pres, de représentations de G :

II(m, 2)"+:0 ~ 7 ® Mygr(m).

Démonstration. La stabilité par G de Il(, 2)“+:0 vient de ce que celui-ci
est dual du conoyau de la fleche G-équivariante d : II(w, 0)* — II(m,2)*. (Voir
les propositions 9.1 et 11.1.) Montrons tout d’abord que II(r, 2)* =0 est une
représentation lisse de G. Commencons par

LEMME 11.8. Pour tout v € II(m, 2) l’application
a b
foi(a,b,c,d) — (c d) v

est localement analytique en chacun des arguments a,b,c,d au voisinage de
(1,0,0,1).

Démonstration. La représentation II(m,0) est localement analytique et
comme représentations du Borel B, II(m,2) et II(w,0) ne different que par
torsion par le caractere de B, ( & 3) +— d/a. Donc f, est localement analytique
en a,b et d. De plus,

1 0 1 =z
fo(1,0,2,1) = (x 1) U =w (O 1) w.v = wfyy(l,z,0,1),

ce qui permet de conclure. [l
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En utilisant le lemme précédent et un calcul immédiat, on obtient les
formules suivantes pour l'action de g sur II(m,2)

at =0ut, o =-0ut, u =-0%u".

Ainsi, un vecteur tué par u™ est automatiquement tué par g. Une nouvelle
application du lemme précédent permet de conclure que II(, 2)“+:0 est une
représentation lisse de G.

Choisissons maintenant V7, Vo € V(7) non isomorphes (cela correspond au
choix de deux filtrations différentes sur Myr(7)). Fixons des isomorphismes

(7, 0) ~ I(V1)*/TI(Va)l55¢ et TI(r,0) ~ I1(Va)2® /I1(Vy)lisse,

D’apres la proposition 11.6, on peut donc voir (IT(V;)*")* et (I1(V2)*")* comme
deux sous-espaces de II(m,2)* contenant d(II(m,0)*). Notons X; et Xy les
images de ces sous-espaces dans le quotient II(7,2)*/d((II(m,0)*). Comme
représentation de GG

X ~ (I(V;)™)* /T (,0)* ~ 7*.

En particulier, X7 et X5 sont des représentations irréductibles de G et donc
X1 et X9 sont égaux s’ils sont d’intersection non nulle. S’ils étaient égaux,
on aurait (IT(V7)*™)* = (II(V2)®")* (puisque ces deux sous-espaces contiennent
d(II(,0)*)), et un des résultats principaux de [18] entraine que II(V}) ~ II(V3),
ce qui contredit le fait que V7 et V2 ne sont pas isomorphes. On en déduit que
X1 et X5 sont en somme directe, ce qui donne dualement une surjection G-
équivariante

I(r,2)" =0 = (I(m, 2)* /d(II(x, 0)*))* — 72,

. . + 4 . .
Comme on vient de voir que II(7,2)* =0 est une G-représentation lisse et
comme 7 est supercuspidale, ce morphisme se scinde et on peut donc écrire :

M(m,2)"" =0 = 2% @¢,

ol ¢ est une représentation lisse de G.

Le théoréeme 11.3 permet de plonger de fagon P-équivariante II(, 2)“+:0
dans LC(Qy, Lo ® Mgr(7))F. Si X est une représentation de P, on note X, le
sous-espace engendré par les éléments de la forme (1 — n).v, avec n € ( (1) le)
et v € X. On a donc

7T§B2 ® & — (LC(Qp, Loo)")e)®? = (LC.(Qy, LOO)F)EBZ'

Or 7. et LC.( ; ,Loo)F sont isomorphes comme P-représentations et irré-
ductibles (c’est un résultat standard de la théorie du modele de Kirillov des
représentations supercuspidales de G). On a donc nécessairement & = 0. En
d’autres termes, tout vecteur de £ est fixé par ’action de 'unipotent supérieur :
mais il n’y a pas de tel vecteur non nul dans LC(Qy, Loo)'' ! On en déduit que
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£=0,et I(m, 2)“+:0 et m® Mygr () sont donc deux représentations isomorphes
de G. Il reste donc pour conclure a exhiber un isomorphisme G-équivariant ca-
nonique, a scalaire pres, entre ces représentations.

Ce qui précede donne en particulier que l'image de TI(m, 2)“+:0 dans
LO(Q}, Los ®1 Mag(m))" est le sous-espace LC.(Qf, Loo ® Mar(m))". La
théorie du modele de Kirillov usuelle pour les représentations lisses donne en
outre un isomorphisme P-équivariant 7® Mqgr (7) ~ LC.(Qy, Lo ®r Mar (7))L
On obtient donc en composant l'inverse de cet isomorphisme avec la fleche four-
nie par le théoreme 11.3 un isomorphisme P-équivariant, canonique a scalaire
pres

II(m, 2)“+:0 ~ 7 ® Mygr(m).

Cet isomorphisme est automatiquement G-équivariant (car les deux membres
sont isomorphes comme G-représentations a @7, et 7 est irréductible comme
P-représentation). O

En retour, le théoreme précédent permet de décrire les positions relatives
des sous-représentations (II*")* a l'intérieur de II(7,2)*. Soit £ une filtration
sur Mgg (7). I lui correspond une représentation Vy € V(7), qui vient avec un
isomorphisme Dy (V) ~ M ().

COROLLAIRE 11.9. La préimage de L+@m* C (I1(m, 2)* =°)* dans I(r, 2)*
est (II¥)*. (Vu dans II(m,2)* par la proposition 11.6.)

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que le quotient d((IIF*)*)/d(I1(m, 0)*)
est isomorphe & £ ® 7*, vu comme sous-espace du conoyau de d : II(, 0)* —
II(7,2)* par le théoreme 11.7. L’isomorphisme « : Dy (V) =~ M () identifie ce
quotient a (Hlésse)*. Dans la construction de I’isomorphisme du théoreme 11.7,
on peut choisir V' = V. Admettons qu’on a alors un diagramme commutatif

1—[(7.(.7 2)u+:O Hgssc

| |

LCe(Q}, Loc ®Mar(m))" —— LC(Q, Loo[[t]]® Mar (m) /Fil’ (Loo((t)) © Mar ()))"

ou les fleches verticales sont des isomorphismes (celle de droite s’obtient en
composant le modele de Kirillov usuel de I avec agir). Comme de plus, toutes
les identifications effectuées sont canoniques a scalaire pres, le résultat s’ensuit.

Reste a justifier la commutativité du diagramme précédent. Comme on a
choisi V' = V. dans 11.7, il s’agit, par définition de ¢y, o, de justifier que le



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 395

diagramme dont les fleches sont ((1) le )—équivariantes

an isseyut= an\atut=(ut)?= isse N isse
(I /IIgse ) =0 = (1Ig) (w7)7=0 /11 - T}

LCo(Q}, Loo @ N (Ve) /NG (V)T ——LCe(Qp, Lo @ Ny (Ve)/ D (Ve )T

est commutatif, puisque, par définition (voir la proposition 11.1), la fleche
(T130)* — TI(7,2)* était déduite de d = —u™T : (T130)* — (130 /ITksse)*, Comme
les deux fleches verticales sont induites par le plongement ITI(V )P—fini —
LP(Q;, D1 (Ve)', la commutativité de ce diagramme se réduit simplement

au fait que ce plongement est ((1) le )—équivariant. O

11.3. Démonstrations des théoremes 1.2 et 1.4. La proposition 9.16 montre
que 'on peut aussi voir ® comme un morphisme

® : II(m,2)* — QY(2,)”,
ce que l'on fait dans la suite de cette section.

PRrROPOSITION 11.10. Le morphisme ® est injectif.

Démonstration. Soit v € II(m,2)* tel que ®(v) = 0. En particulier, 'image
de ®(v) dans le quotient His (2,)” est nulle. La composée de ® et de la surjec-
tion sur la cohomologie de de Rham est G-équivariante donc se factorise par le
quotient de TI(m, 2)* par I'image de u™ : comme celle-ci est fermée par la pro-
position 9.1, ce quotient s’identifie, comme on I'a déja vu, & ((IL(r, 2))*" =9)* et
on a donc une fleche G-équivariante surjective ((II(m,2))* =0)* — Hiz (3,)°.
Or on a déja vu que, comme G-représentations, ((II(mr,2))% =0)* ~ (7*)%2 et
que Hly (3,)? a pour quotient (7*)%2.52 La fleche considérée ne peut donc étre
qu’un isomorphisme. Par conséquent, v € Imu™ : il existe v’ € II(mr, 2)* tel que
v =ut.w. Or

0=®() =d(u"v)=u".®0).
Comme Ker(ut) = 0 sur Q'(2,)?, on en déduit que ®(v') = 0. Répétant
I'argument, on voit qu’un vecteur v d’image nulle par ® est en fait dans Im(u™)/
pour tout j.

Voyons 1'élément v' ci-dessus comme un élément de II(7w,0)*, ce qui est
loisible puisque les espaces vectoriels topologiques sous-jacents & II(w,0)* et
II(7,2)* sont les mémes. L’opérateur u™ agit de la méme maniere sur II(m, 0)*
et TI(m,2)* et est injectif, donc v’ est dans Im(u*)’ pour tout j. De plus,

52. Dualement, cela revient a dire que Hdlpw(En)pv contient 7®? comme sous-objet. Le
théoreme 4.1 dit exactement cela, avec sous-objet remplacé par quotient; mais cela suffit,
puisque 7 est supercuspidale, donc est un objet projectif de la catégorie des représentations
lisses de G a caractere central trivial.
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comme ut : (7, 0)* — TI(7,2)* est G-équivariant et comme w.v est aussi
dans le noyau de ®, on a aussi que w.v’ est dans Im(u")’ pour tout j. Voyons
v’ dans tNyg () M PL 1 v/ = (21, 22). Comme v’ € Im(u™)’ pour tout j > 0, 2
est infiniment divisible par ¢. On voit immédiatement que cela force z; = 0 en
prenant une base de Nyig(m) sur R. Mais w.v’ a la méme propriété et w.v’ =
(22,21). On a donc aussi zo = 0 et donc v = 0. Donc v est lui-méme nul. O

Remarque 11.11. On verra plus loin (démonstration du théoreme 1.10)
que lintersection des Im((u*)?), j > 0, sur II(7,0)* (ou II(7,2)*) est en fait
nulle, mais cela fait appel a un résultat délicat de [25], que ’argument précédent
permet d’éviter.

Ceci termine la preuve du théoreme 1.2.

Démonstration du théoréme 1.4. L’isomorphisme ® induit en particulier
un isomorphisme
(T(7,2)" =0)" ~ Hig(Sn)"-
De plus, un tel isomorphisme ® est unique a scalaire pres, d’apres les proposi-
tions 9.16 et 10.10. En combinant ceci avec le théoreme 11.7, on en déduit que
I'on a un isomorphisme canonique a scalaire pres

H&R(En)p ~71*® MdR(Tr)*.

Une fois ceci acquis, la deuxieme partie du théoreme se déduit trivialement du
corollaire 11.9. O

Remarque 11.12. Tous les résultats de cet article s’étendent aux fibrés
O(k), k € Z. Dans I’énoncé du théoreme 1.2, il suffit de remplacer II(m,0)
par la représentation de G dont le dual est I'espace topologique II(7, 0)* avec
action de G tordue par (a — cd)~*.

Pour le théoreme 1.4, il faut cette fois-ci considérer, pour k& > 0, la suite
exacte
0 — O(—k)(Z,)° DR Ok +2)(2,)° ®@ det ! — HIz(2,)” ® SymF

n n dR\%&n ym” — 0,
afin de décrire les vecteurs localement analytiques des représentations de Ba-
nach attachées aux représentations a poids 0,k + 1. L’existence de cette suite
exacte se justifie comme dans [60, pp. 95-97].

Remarque 11.13. La conjecture originale de Breuil-Strauch [9] était for-
mulée de facon légerement différente. Nous expliquons maintenant le lien avec
les résultats de cet article.

Les auteurs de [9] travaillent avec le revétement de Drinfeld de niveau
1+ @wpOp, et nous noterons Xii,0, le modele sur Q, de son quotient par
l'action de pZ. Soit Ko = Q2 et K = Q2 ( »*=/=p). Dans [70], Teitelbaum a
construit un modele formel semi-stable minimal §1+WDOD7 k de Yi4mp0p K,
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qui donne par uniformisation p-adique un modele semi-stable §1\1(1+w pOP)KP K
de la courbe de Shimura Sh(; o, 0,)kx» k- Les résultats de [40], qui étendent
la théorie de Hyodo-Kato a des variétés rigides non nécessairement propres,
permettent de définir la cohomologie log-rigide de la fibre spéciale de /il—i-w 0D
qui est un (¢, N, Gq,)-Ko-module HI]:IK(/Z\1+WDOD7K)? avec un isomorphisme
HII{K(EHwDOD,K) QKo K ~ Hig (Z14wp0p k). On montre avec des arguments
semblables ®® & ceux de la section 4 que, pour toute représentation irréductible
p de D*/1 4+ wpOp de correspondante de de Jacquet-Langlands 7, 'on a un
isomorphisme compatible aux (¢, N, Gq,)-structures des deux membres

HomG((HI%IK (§1+WDOD7K)p)*’ 7T) = hﬂl HI%IK(Sh(H-wDOD)KP,K) [ﬂ-(g)l}]pa
KpP

ol g est une forme quaternionique telle que 7(g), = p, comme dans la par-
tie 5.3. Saito [59] a montré que la structure de (¢, N, Gq, )-module donnée par
la théorie de Hyodo-Kato classique sur 1’espace vectoriel

ln H Yy (S o 10) [ ()7
KPp

était celle de M (m). On déduit donc de l'isomorphisme précédent une identifi-
cation naturelle

HéR(Zl-&-wD(’)D)p =71"Q® MdR(Tr)*.

Soit £ une droite de Mgg (). Via cette identification, on peut voir £+ ®*
comme un sous-espace de H}g(Z14w,0,)". Breuil et Strauch définissent la
représentation BS(L) de G comme le dual de la préimage dans Q' (2o ,0,,)”
de L+ @ 7*.%4

Soit g une forme quaternionique telle que m(g), = p, comme dans la
partie 5.3. La forme g a une représentation galoisienne associée r et 1, = r| 5o,

est de de Rham & poids 0, 1 avec Dy (1) = M (7). Donc ry, correspond au choix
d’une droite, notée L, sur Mggr (7). On sait que I3 = II(r},)*" est un quotient
de (' (C11wp0p)?)*, puisque ce dernier est isomorphe a II(7,2) comme G-
représentation, et que ce quotient correspond au quotient ™ ® Myr(w) — 7 ®
Mgg(7)/L, pour un certain £'. Autrement dit, I'image de la fleche naturelle

Home (2 (B14wp0,)") ", (1))
— Home((Hir (X14w50,)°)", ™) = Mar(m)"

53. La seule chose a savoir est ’existence d’une suite spectrale pour la cohomologie log-
rigide pour un quotient iperoD — F\§1+WDOD7 avec I' sous-groupe de G comme dans le
théoréme de Cerednik-Drinfeld : pour cela voir [40, chap. 7).

54. Comme d’habitude, p est fixée et sous-entendue dans la notation BS(L).
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est la droite (£')*. Or, comme on I'a déja noté (remarque 5.11), cette fleche
correspond a la fleche naturelle

ling Q' (Sh(1 1w 0p)k0) [T(9)F]° = lim Hag (Sh(11wpop)x0) [T(9)F)°-

Kp KP
Le théoreme de comparaison étale-de Rham appliqué a la cohomologie de la
courbe de Shimura propre Sh(j4,0,)x» implique que la filtration de Hodge
sur la cohomologie de de Rham

lim Hig (Sh1wpop)ke) [m(9)})7 =~ Mar(m)*
K

P

est donnée par la droite £. Autrement dit, £’ = £ et pour ce £, on a donc
bien II#" = BS(L).

On recommence ensuite le méme jeu avec une autre forme quaternionique
correspondant & une filtration différente. (Il en existe : il suffit de faire varier
la représentation résiduelle.) On a donc un autre £’ pour lequel on sait que

¥ =DBS(L).

Identifions P(Magr) & P}(Q,) via le choix de la base (£,£') de Myg.
Soit maintenant £” une filtration admissible quelconque, et (a,b) € PY(Q,)
I’élément correspondant. Alors on a

[BS(L")] = a[BS(L)] + b[BS(L")]
et
[T = alTTZ'] + b[ITZ7]
dans le groupe Ext{((O(3,)?)*, 7). Donc BS(L") = 1%

La conjecture de Breuil-Strauch dans sa formulation originale est donc un
corollaire des résultats obtenus.

12. Compléments : quelques corollaires et une question

12.1. Preuves des théoréemes 1.9 et 1.10. Nous rassemblons dans cette
section les preuves des corollaires annoncés dans l'introduction.

Démonstration du théoréme 1.9. D’apres [17, pp. 20 et 174], le membre
de droite est I'image par 1 — ¢ de (tNig(m))¥=L. Or, on a déja vu que cette
image est isomorphe au membre de gauche dans le théoreme 8.3. U

Démonstration du théoréme 1.10. Soit f € O(%,,) une fonction infiniment
primitivable. Ecrivons

f=> uof;
i=1

avec v; € p;, ou p; est une représentation lisse irréductible de D*, et f; €
O(3,)Pi, pour i = 1,...,r. Fixons i et supposons p; non triviale. L’hypothese
sur f implique que f; est dans l'image de l'opérateur (ut)! sur O(%,)" =
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II(7;,0)*, ou m; = JL(p;) (puisque p; est non triviale, on peut appliquer le
théoreme 1.2) pour tout j. En outre, si 'on choisit II € V(;), on peut voir f;
comme un élément de (IT*")*. Le théoréme 8.4.3 de [25] dit que le sous-espace
de TI*" des vecteurs tués par une puissance de u™ est dense dans I1?". (Cette
propriété équivaut au fait que la représentation galoisienne correspondante soit
non trianguline.) Cela implique en particulier que l'intersection des Im((u™)?)
sur le dual est nulle. On en déduit f; = 0. La seule possibilité est donc que p;
soit triviale, i.e., que f € O(Q). O

Remargue 12.1. Un élément z de I'intersection des Im((u")7), vu comme
élément de Dyjg XP!, satisfait trivialement Resz,(z) = 0. Ainsi, au lieu d'utili-
ser [25] on aurait pu utiliser I'injectivité [14] de I’application Resg, : (IT*")* —
D .

12.2. Le complexe de de Rham dans la catégorie dérivée des D(G)-modules.
Pour n > 0, notons RT'4g(%,) le complexe de de Rham de 3, :

0(2,) -5 QL(S,).

D’apres le théoreme 10.1, c’est un objet de la catégorie dérivée D°(D(G))
de la catégorie abélienne [63] des D(G)-modules coadmissibles. On munit ce
complexe de la filtration « béte >, de sorte que F'RTqr(X,) = RTqr(Z,) si
i <0, FIRCqr(Sn) = 0si i > 0 et

FORT4r(35) = [0 — Q'(Z)].

PROPOSITION 12.2. Pour tout V€ V(m) on a un isomorphisme d’espaces
vectoriels filtrés (canonique a scalaire preés)

Hom p py) (TH(V)™)*, RTar (X5)°[1]) = Dar(V),
pour tout n suffisamment grand.

Remarque 12.3. (a) Un résultat plus satisfaisant serait de remplacer le
complexe de de Rham par un complexe convenable de cohomologie log-rigide
et d’affirmer l'existence d'un isomorphisme canonique de (p, N, Gq,)-modules
filtrés entre le membre de gauche et Dy (V). Cela permettrait de récupérer la
représentation V' a partir de II(V)?".

(b) L’énoncé de la proposition donne une information nettement moins
précise sur II(V)* que la conjecture de Breuil-Strauch. Au moins pour les
V € V(7)) d’origine globale, Peter Scholze nous a d’ailleurs indiqué un argument
qui devrait permettre de déduire la proposition du théoréme de compatibilité
local-global d’Emerton et du lemme de Poincaré p-adique ([65, cor. 6.13]).

(c) Pour k € Z et n > 0, notons RT4r(Xn, k) = RT4r(Z,) ® (Sym*)* le
complexe de de Rham de ¥, tordu par la représentation algébrique (Sym®)* :

O(S,) ® (Sym*)* 24 Ql(s,) ® (Sym*)*.
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On pourrait aussi munir ce complexe d’une filtration, comme le font Schneider
et Stuhler dans [60, pp. 95-97], en prenant le produit tensoriel de la filtration
< béte > par une certaine filtration sur (Sym”)*. On obtiendrait ainsi une
filtration telle que F*RT 4R (X0, k) = RUqr(Zn, k) sii < —k, FPRTqr(Zn, k) =
0siz>0et

FIRT4r(Zn, k) = [0 = O(k +2)(2,) @ det F 1], —k <i <0,

et on pourrait prouver ’exact analogue de la proposition précédente avec des
poids de Hodge-Tate égaux a 0, k + 1. Toutefois cela alourdit considérablement
les notations.

Démonstration. Le cas p = 1 est un résultat de Schraen [67]. En fait,
Schraen raffine I’énoncé en un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés, apres
avoir muni le membre de gauche d’un Frobenius et d’'une monodromie en s’ins-
pirant de la théorie de Hyodo-Kato. Cela lui permet de définir un scindage ca-
nonique du complexe introduit dans la remarque précédente : RTqgr (3o, k)" ~
(HI(Q) ® HIR()[-1]) ® (Sym")*. La monodromie N est un élément du
Ext! entre ces deux composantes et le membre de gauche de la proposition
se décompose en tant que p-module comme une somme directe

Exct b (IH(V)™)", H3(2) © (Sym)")
& Homp(c) (IL(V)™)*, Hip () ® (Sym")")
= Ext}(Sym®, TI(V)*) @ Homg(St ® Sym®, TI(V)22),
ce qui explique pourquoi en niveau 0, des vecteurs localement algébriques ap-
paraissent a la fois en sous-objet en en quotient de II(V')*".
Le cas p # 1 se déduit du théoreme 1.4. En effet, le complexe RT4r(%,)?
(ot n est choisi suffisamment grand) est scindé quasi-isomorphe a

(I, 2)""=0)*[~1],

car tous les groupes de cohomologie du complexe sont nuls sauf celui de degré
1 qui vaut (II(, 2)“+:0)*, d’apres le théoréme 1.4. On a donc trivialement un
isomorphisme d’espaces vectoriels (sans filtration)

Homps(p(e)) (IH(V)™)", RTar (3)”[1]) = Dar(V),

puisque (II(m,2)* =0)* = 7* ® Dar(V)*. Le fait que les filtrations coincident
est un corollaire direct de la conjecture. O

12.3. Fonctions au bord de X, et faisceau U — tNyz K U. La dualité de
Serre pour les variétés rigides Stein [13] donne un isomorphisme de représen-
tations de G x D*

oYz, ~ HY(Z,,0).
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Comme YJ,, est Stein, on a en outre une suite exacte

(11) 0= O(Zp) = lim O(Z, — Z) — HY(%,,0) =0
Z

ou Z décrit I’ensemble des réunions finies d’affinoides admissibles de X,,. Notons
T, la composée de la surjection canonique de ¥, sur Y avec la rétraction du
demi-plan sur I'arbre de Bruhat-Tits, dont on fixe 'origine standard. Soit B;
la boule centrée en l'origine dans ’arbre de rayon 4. Si U est un ouvert de
P(Q,), il lui correspond un ouvert V de I'arbre, constitué de la réunion de
toutes les demi-droites partant de 'origine aboutissant en un point de U, et
I'on pose

Fo(U) = lim O(,(V = By))",

ce qui a un sens puisque D* agit sur 7,, }(V — B;). Cela définit un faisceau F,
sur P1(Q,). Ce faisceau est en quelque sorte le faisceau des sections du fibré
structural < au bord » de X,,. Il est alors tentant de formuler la conjecture
suivante, qui est un prolongement naturel de la conjecture de Breuil-Strauch.

CONJECTURE 12.4. Le faisceau Fr sur PY(Q,) est le faisceau
U — tNyig(m) U
de Colmez. La suite exacte de représentations de G (voir [14])
0 — TI(m,0)* = tNyig(7) R PH(Qp) — (7, 2) — 0
s’identifie a la suite exacte déduite de (11) :

0— O(X,)" = Fr(PHQ,)) — (Q1(T,))* — 0.

13. Appendice : compatibilité local-global (d’aprés Emerton)

Nous expliquons dans cet appendice la preuve du théoreme 5.4, en suivant
de maniere pleinement fideéle Emerton [30]. Nous reprenons les notations des
sections 4.1 et 5.1 (en fixant KP et en posant X = X (KP)).

LEMME 13.1. Le groupe GL2(Z,) agit librement sur X, avec un nombre
fini d’orbites. En particulier, il existe s > 0 tel que pour tout Zy-module topo-
logique M Uon ait un isomorphisme de GLa(Z,)-représentations

CY(X, M) ~ C°(GLay(Z,), M)®s.
Le résultat suivant est un des ingrédients de base de la théorie.

LEMME 13.2. Si B est un facteur direct topologique (en tant que G-
module) de C°(X), alors Bary(z,)—alg €st dense dans B.
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Démonstration. 11 suffit de le faire pour B = C%(X), dans quel cas cela
découle du lemme 13.1 et du théoreme de Mahler (voir [57, prop. A.3] et [20,
prop. 2.12] pour des résultats généraux a ce sujet). O

La version « en famille > de la correspondance de Langlands locale p-
adique pour G permet de construire un A-module orthonormalisable IV,
avec action continue de G, tel que pour tout p € MaxSpec(A[1/p]) on ait un
isomorphisme

I @ 4 k(p) = IL(p).
L’existence de IT" est un résultat profond mais standard de la théorie ; cf. par
exemple [7], [17], [48]. (Rappelons que nous supposons que la représentation

modulo p de Gq, est absolument irréductible.) De plus, la compatibilité avec
la correspondance modulo p montre que

7 =TI /eniv
est une représentation lisse irréductible de G sur k..
Définition 13.3. On note
M = Hom 3y (1™, C(X, OL)m),

II"Y étant muni de la topologie m-adique et C°(X, Or)n de la topologie in-
duite par C%(X,0p). Alors M est un Op-module plat, séparé complet pour la
topologie p-adique, et on note

M* = Homp, (M, Op)

le dual de Schikhof de M, que I'on munit de la topologie de la convergence
simple. On a réciproquement M = Homfggt(M *,0r).

Remarque 13.4. On voit immédiatement qu’on a des isomorphismes cano-
niques

MIp][1/p] = k(p) @a/p Mp]
~ Homg™ (I1(p), C*(X)[p]) =~ Homigy (IL(p), C*(X )m)
pour tout p € MaxSpec(A[1/p]).

Dans un premier temps, nous allons commencer par prouver ’énoncé plus
faible suivant.

PROPOSITION 13.5. Pour tout idéal mazimal p de A[1/p],

Hom™ (T1(p), C°(X)[p]) # 0.

Démonstration. D’apres la remarque 13.4 il s’agit de justifier que M [p][1/p]
# 0, pour tout idéal maximal p de A[l/p]. L’idée (due a Emerton) est de
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démontrer cet énoncé par interpolation p-adique, en le prouvant pour une fa-
mille dense d’idéaux maximaux (formée de points correspondant & des représen-
tations galoisiennes cristallines). Cela demande quelques préliminaires.

LEMME 13.6. Le A-module M* est de type fini.

Démonstration. Comme M* est compact, il suffit de montrer que M* /mM*
est de dimension finie sur k. Or, 'isomorphisme M = Hom@&" (M*, Or) induit
un isomorphisme

(M M)[m] ~ Home, (M*, kp)[m] ~ Homy, (M* /mM*, kL).

11 suffit donc de démontrer que (M /7 M)[m] est de dimension finie sur k.
Mais, par définition de M, on dispose d’une injection de kj-espaces vectoriels

(M /7L M)[m] C Homy, () (IT"™ /mIT"™, LC(X, kL )m).-

Comme 7 = IT"Y /mIT"Y est irréductible et lisse, le choix d'un vecteur non
nul quelconque v de ™ et d’un sous-groupe ouvert K, qui le fixe fournit un
plongement

Homy, ()(F, LC(X, kL )m) C (LO(X, kz)m)™? € LC(X (Kp), ki)
et le dernier espace est de dimension finie sur ky, car X (k) est fini. O

LEMME 13.7. Sip est un idéal mazximal de A[1/p], alors Mp][1/p] est un
L-espace vectoriel de dimension finie, dual de M* @4 k(p), et il est non nul si
et seulement si p € Supp M*[1/p].

Démonstration. Nous avons
M[p] = Hom@&" (M*, Op)[p] = Hom&" (M*/pM*,OL).

Le lemme 13.6 montre que M*/pM* est un A/p-module de type fini, donc un
Op-module de type fini, ce qui fournit des isomorphismes

Mip][1/p] = Homp (M*[1/p]/p, L) = Homp(M* @4 k(p), L).
Le reste se déduit du lemme de Nakayama. ([

Vu le lemme précédent, il suffit de montrer que Supp M*[1/p| est Zariski
dense dans Spec A[1/p] (il est automatiquement fermé puisque M*[1/p] est de
type fini sur A[1/p]). Nous allons exhiber une famille C d’idéaux maximaux de
A[1/p], qui est Zariski dense dans Spec A[1/p] et contenue dans Supp M*[1/p].

Soit o une représentation automorphe de B*(A) telle que :

(a) o soit non ramifiée en dehors de 3.

(b) O'ch(p # 0 et USLQ(Z”) # 0.

(c¢) La représentation galoisienne associée r, vérifie 7, = T.
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L’action de Ty sur oy définit un morphisme Ty, — L, qui s’étend par
continuité en un morphisme A[l/p] — L (puisque 7, = 7), dont le noyau est
un idéal maximal p, de A[1/p]. On note

C = {ps, 0 comme avant}.
LEMME 13.8. L’ensemble C est Zariski dense dans Spec A[l/p].

Démonstration. Notons que A[1/p] agit fidelement sur C°(X )y, par défi-
nition. Il suffit donc de montrer que tout ¢t € Npecp agit par 0 sur CO(X ).
Comme l’action est continue, il suffit pour cela de prouver que Y pec CO(X)m[p]
est dense dans C%(X)y. Comme CY(X)y, est un facteur direct topologique de
C%(X), I'ensemble des vecteurs GLg(Z,)-algébriques de C%(X )y est dense dans
C%(X)m, d’apres le lemme 13.2. 11 suffit donc de justifier que

(CO(X)m)GLg(Zp)—alg C Z CO (X)m[p] .
peC

Mais ceci est un corollaire immédiat du lemme 4.7. O
On note LP(X) Iespace des vecteurs localement algébriques de C%(X ).
LEMME 13.9. Pour tout p € C, M[p] ® 4/, k(p) # 0, autrement dit

Homg™ (T (p), C*(X)[p]) # 0.
De plus, LP(X)[p] est inclus dans l’image de la fléeche naturelle

I1(p) ® Homg™ (T1(p), C°(X)[p]) — C°(X)]p].

Démonstration. Soit p € C, o la représentation automorphe correspon-
dante. Comme O‘Z(;} L2(Zp) # 0, la restriction de r, = r(p) au groupe de dé-

composition en p est cristalline. En outre, r(p) =T o est absolument
P

|ng g

irréductible, et donc en particulier r(p) lest. Notons a < b ses poids de

loq,
Hodge-Tate, et posons W = Sym® %1 (L?) ® det .

D’apres Berger-Breuil [3] et la construction de la correspondance de Lan-
glands locale p-adique pour G, le complété unitaire universel de o, @ W est
précisément II(p). Comme o, ® W est localement algébrique, on obtient

Hom@" (I1(p), C*(X)[p]) = HomE" (0, ® W, C°(X)[p])
= Homg (o, ® W,LP(X)[p]).
De plus, le lemme 4.7 montre que le morphisme d’évaluation
(op ® W) ® Homg(0p, ® W,LP(X)[p]) — LP(X)]p]

est un isomorphisme, ce qui permet de conclure (en utilisant Iinjection o, ®

W C II(p)). 0

Ceci acheve la preuve de la proposition 13.5. U
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Nous avons maintenant en main tous les ingrédients pour prouver le
théoreme 5.4.

Démonstration du théoreme 5.4. Montrons tout d’abord que la fleche na-
turelle d’évaluation (le produit tensoriel complété est pour la topologie 7p-
adique)

(12) (@A M)[1/p] = C°(X)m

est un isomorphisme. Cette fleche s’obtient apres inversion de p a partir de la
fleche :

MV& M — CUX,Op)m.

Comme IT"™V& 4 M est séparé pour la topologie 7r-adique (utiliser le lemme
3.1.16 de [30]), on peut tester 'injectivité de (12) apres réduction modulo 7y,
de ce morphisme :

Y /7y @4 M /7, — LC(X, kL)

Nous allons montrer d’abord que ce morphisme est injectif en restriction a la m-
partie. Pour cela remarquons que le lemme B.6 de [30] fournit un isomorphisme

(™Y /7y @4 M /7)) [m] ~ Hom 4 (A/m, T @ 4 M/7r)
~ Homy (A/m, M/7L) ®a/x, Huniv/wL
= (M/m)[m] @4/, T [y
= (M/mp)[m] @, I /m = (M/m)[m] @, 7.
D’autre part la preuve du lemme 13.6 fournit un plongement
(M/7r)[m] € Homg(7, LC(X, kr)[m]).
Il suffit donc de montrer que la fleche
7 ®k, Homy, (7, LC(X, kr)[m]) — LC(X, kL )[m]

est injective, ce qui découle du fait que 7 est lisse irréductible et LC(X, kz,)[m]
est lisse. Ensuite, on vérifie sans mal que pour tout z € II"™Y ®4 M on a
mNz C 7 - (I"™Y ®4 M) pour tout N assez grand. (Il suffit de montrer
que si u € M, alors mNu C 77, - M pour N assez grand, ce qui se fait en
regardant u comme une forme linéaire continue sur M*.) Ainsi tout élément
de IT"™V /7r; ® 4 M /7, est tué par une puissance de m, ce qui permet de déduire

I’injectivité du morphisme
"™ /7y, @4 M /7, — LC(X, kp)m

de son injectivité sur la m-partie.
Prouvons la surjectivité. Comme, d’apres le lemme 13.6, M* est de type
fini sur A, et comme IT"™™" est un A[G]-module orthonormalisable admissible,
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I'image du morphisme (12) est automatiquement fermée. (Combiner Proposi-
tion 3.1.3 et Lemma 3.1.16 de [30].) Il suffit du coup de montrer que l'image
de (12) est dense. On a vu dans la preuve du lemme 13.9 que l'image de
I(p) ® Hom&E™ (TI(p),C%(X)[p]) contient LP(X)[p]. Par conséquent, I'image
de notre morphisme contient (C°(X)y)S2(Zr)
dense. Cela finit la preuve du fait que

—alg  qui forme un sous-espace

(™Y@ AM)[1/p] = C(X)m

est un isomorphisme.

Soit maintenant p un idéal maximal de A[1/p]. Pour achever la preuve
du théoreme 5.4, on prend la p-partie de I'isomorphisme (12). Pour calculer la
p-partie du terme de gauche on utilise le lemme 3.1.17 de [30], qui fournit des
isomorphismes

(I &4 M)[1/p][p] = Homa (A/p, TT"™& 4 M)[1/p]
= Hom(A/p, M)@ATI"[1/p]
= M{p]® s (I /p)[1/p] = MIp][L/p] ©r(p) TL(p),

la derniere égalité utilisant le fait que M[p]|[1/p] est de dimension finie sur
kE(p) (lemme 13.7). Pour finir, il suffit d’utiliser la remarque 13.4 et la propo-
sition 13.95. (]
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