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Le lemme fondamental pondéré. 11.
Enoncés cohomologiques

Par PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

Résumé

Dans cet article, on étudie la cohomologie de la fibration de Hitchin
tronquée introduite dans un article précédent. On étend les principaux
théoremes de Ngo sur la cohomologie de la partie elliptique de la fibration
de Hitchin. Comme conséquence, on obtient une démonstration du lemme
fondamental pondéré d’Arthur.

In this paper, we study the cohomology of the truncated Hitchin fibra-
tion, which was introduced in a previous paper. We extend Ngd’s main
theorems on the cohomology of the elliptic part of the Hitchin fibration. As
a consequence, we get a proof of Arthur’s weighted fundamental lemma.
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1. Introduction

1.1. L’objet de ce travail, qui fait suite a [11], est de démontrer le lemme
fondamental pondéré. Cet énoncé a été conjecturé par Arthur dans ses travaux
sur la stabilisation des traces d’Arthur-Selberg (cf. conjecture 5.1 de [4]). I
généralise le lemme fondamental de Langlands-Shelstad et se compose d’une
famille d’identités combinatoires entre intégrales orbitales pondérées p-adiques.
Apres les travaux de Ngo sur le lemme fondamental, il est le seul ingrédient
manquant dans la stabilisation de la formule des traces. Selon une stratégie
due a Langlands, on devrait obtenir, au moyen de la formule des traces stable,
toutes les fonctorialités de type <endoscopiques. Par exemple, des travaux
en cours d’Arthur devraient donner une classification du spectre automorphe
des groupes classiques en fonction de celui des groupes linéaires généraux.
Hormis des travaux de Kottwitz (cf. [23]) et de Whitehouse (cf. [33]), le lemme
fondamental pondéré était jusqu’a présent un probleme complétement ouvert.

1.2. Plus précisément, nous démontrons une variante en caractéristique
positive et pour les algebres de Lie de I’énoncé d’Arthur. De plus, pour alléger
autant que faire se peut ’exposition, nous nous sommes limités dans cet ar-
ticle au cas des groupes déployés. Le cas général, qui comprend aussi les formes
<non-standard> dues a Waldspurger du lemme fondamental pondéré, s’obtient
par des méthodes similaires et sera traité ultérieurement. Des travaux de Wald-
spurger (cf. [31] et [32]) montre que toutes ces variantes du lemme fondamental
pondéré impliquent 1’énoncé original d’Arthur pour les groupes sur les corps
p-adiques.

1.3. Désormais, nous réservons le terme de lemme fondamental ou lemme
fondamental pondéré aux variantes pour les algebres de Lie en caractéristique
positive des énoncés originaux. Dans [29], Ng6 a démontré le lemme fondamen-
tal ordinaire. Dans son approche, le lemme fondamental résulte d’un énoncé
cohomologique sur la partie elliptique de la fibration de Hitchin. De méme
ici, le lemme fondamental pondéré est la conséquence d’un théoréeme cohomo-
logique (cf. théoreme 10.7.3) sur la fibration de Hitchin tronquée introduite
dans [11]. Le résultat clef dans ’approche de Ngo est son théoréme qui décrit
les supports des différents constituants de la cohomologie de la partie ellip-
tique de la fibration de Hitchin. De maniére imagée, ce théoréeme montre que
les intégrales orbitales globales sont les «limites> des intégrales orbitales as-
sociées aux éléments les plus réguliers possibles. En particulier, pour démontrer
la variante globale du lemme fondamental, il suffit de le faire pour ces éléments
tres réguliers pour lesquels une vérification <a la main> est possible. L’énoncé
local résulte ensuite de ’énoncé global. Notre principal résultat cohomologique
est que, pour la cohomologie de la fibration de Hitchin tronquée, il n’y a au-
cun nouveau support qui apparait. La conséquence la plus frappante est que



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1649

les intégrales orbitales pondérées globales sont aussi des «limites> d’intégrales
orbitales ordinaires.

1.4. Le lemme fondamental pondéré. Nous allons maintenant énoncer le
théoreéme local que nous démontrons. Soit F, un corps fini a ¢ éléments et
G un groupe réductif connexe, défini et déployé sur F,. Soit 7" un sous-tore
maximal de G défini et déployé sur F,. On suppose que 'ordre du groupe de
Weyl W de (G, T) est inversible dans F,. Soit M un sous-groupe de Levi
de G' défini sur F; qui contient le tore 7". On note par des lettres gothiques
les algebres de Lie correspondantes. Considérons le corps local K = Fy((¢))
et O = F,[[¢]] son anneau d’entiers. Soit X € m(K) un élément semi-simple
et G-régulier. Son centralisateur dans G xp, K est un sous-K-tore maximal
noté Jx qui est inclus dans M Xp, K. Dans ce contexte, une intégrale orbitale
pondérée d’Arthur s’écrit

TG0 =1De 0 [ Lyio)(Ad(g™) X) (9)dy,
Ix (K\G(K)
ol

— |D%(X)| est la valeur absolue usuelle du discrimant de Weyl;

— 140 est la fonction caractéristique de g(O);

— Ad désigne I'action adjointe de G sur g;

— v (g) est la fonction <poids> d’Arthur qui est M (F)-invariante

a gauche;
— dg est la mesure quotient déduite de mesures de Haar sur G(K) et
Jx(K).
Le poids et la mesure dg dépendent de choix qu’il est possible de normaliser.
Avec de bonnes conventions de mesures, l'intégrale J]\C}}(X ) ne dépend de X
qu’a M (K)-conjugaison pres.

Soit G et T les groupes complexes duaux au sens de Langlands de G
et T. Le groupe T sidentifie & un sous-tore maximal de G. Le dual M de
M ¢’identifie & un sous-groupe de Levi de G qui contient T. Soit s € T et
M’ la composante neutre du centrahsateur de s dans M. Cest un sous- groupe
réductif connexe ¢ de M qu1 contient 7. On suppose que les composantes neutres
des centres de M et M’ sont égales. Soit M’ le groupe sur F, dual de M M'. Le
tore T s’identifie & un sous-tore maximal de M’ et le groupe de Weyl WM /
s’identifie & un sous-groupe du groupe de Weyl W™ . On a donc un morphisme
canonique

(1.4.1) w'/ /M ~t) WM ) /WM ~m//M,

ou les isomorphismes sont ceux de Chevalley et les quotients sont les quotients
catégoriques. L’ouvert formé des éléments semi-simples G-réguliers définit par
lapplication canonique m — m//M un ouvert dans le quotient m//M dont
Iimage réciproque par le composé m’ — m'//M’ — m//M est l'ouvert des
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éléments semi-simples réguliers de G. A la suite de Waldspurger (cf. [30]), on
peut adapter la définition des facteurs de transfert de Langlands-Shelstad (cf.
[26]) aux algebres de Lie. En considérant M’ comme un <groupe endosco-
piques de M, on obtient une fonction

Appop ' (K) x m(K) — C

définie sur 'ouvert formé des couples (Y, X) dont chaque composante est un
élément semi-simple et G-régulier. Le facteur de transfert est en fait invariant
par I'action adjointe de M'(K) x M(K). Pour un couple (Y, X) dont chaque
composante est un élément semi-simple et G-régulier, le facteur Ay a7 (Y, X)
est non nul si et seulement si ¥ et X ont méme image dans (m//M)(K)
par les applications canoniques m'(K) — (m//M)(K) déduite de (1.4.1) et
m(K) — (m//M)(K). Dans ce dernier cas, lorsque de plus on a M’ = M, le
facteur de transfert vaut 1.

Pour tout élement Y € m/(K) semi-simple régulier, on peut former la
combinaison linéaire

TS ZAM/ (Y, X)JG(X),

ou la somme est prise sur 'ensemble des classes de M (K )-conjugaison des
éléments X € m(K) semi-simples et G-réguliers. La somme est a support fini.

On suppose désormais que s n’est pas central dans M c’est-a-dire M’ # M.
Soit €£(s) 'ensemble fini des sous-groupes réductifs connexes H de G qui

vérifient
— il existe un entier ¢ > 2 et des éléments 51 € sZ (ou Z 3 est le centre
de M) et s9,...,5, dans le centre de M tels que H est la composante

neutre de l'intersection des centralisateurs des s; dans G ;

— les composantes neutres des centres de G et H sont égales.

Tout H € & (s) contient M M' comme sous- groupe de Levi. On remarque_que
I’ensemble & ( ) ne contient pas G. Pour tout s’ € T et tout sous- groupe H de
G on note H  la composante neutre du centralisateur de s’ dans H. On dit
que s’ est elliptique dans H si les composantes neutres des cenbtres de H o €t

H sont égales. Pour tous Heé& (s) et s’ € Z3 elliptique dans H le groupe

H s appartient a £(s). Par dualité de Langlands, on identifie les éléments de
&(s) a une famille de groupes réductifs connexes définis sur F, qui contiennent
M’ comme sous-groupe de Levi. Pour tout Y € m’(K) semi-simple régulier, on
définit pour tout H € £(s) la variante <stables SII,(Y') des intégrales orbitales
pondérées par la formule de récurrence suivante :

—1aH
S (Y) = Japran (V) = > Z5 257 Sy (),
s’EZA//}//Zﬁ, s'#1 °
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ol par convention |Z5 , /Z ﬁ]* vaut 0 lorsque s’ n’est pas elliptique dans H.
On peut montrer que la somme est a support fini.
Pour tout s’ € sZ elliptique dans G, le groupe Gy appartient a &£ (s).

En particulier, I’expression Sfj/ (Y') est bien définie. On peut alors énoncer le
lemme fondamental pondéré que nous démontrons.

THEOREME 1.4.1. Pour tout Y € w(K) semi-simple et G-régulier, on a
lidentité suivante :

1 oGy
KoV = Y |25, /761 S5 (),

/ ~ ~
s EZM/ZG

ot comme précédemment la somme est & support (fini) sur les éléments s'
elliptiques dans G.

1.5.  Le théoreme de support. Comme l’on dit plus haut, le théoreme
précédent repose sur une étude cohomologique de la fibration de Hitchin conve-
nablement tronquée. Le pendant cohomologique du théoreme précédent est le
théoreme 10.7.3 ci-dessous dont nous ne reproduirons pas dans cette introduc-
tion I’énoncé. Nous allons plutot énoncer notre théoreme de support qui est
la clef du théoreme 10.7.3 en ce sens qu’il rameéne ’étude cohomologique de la
fibration de Hitchin tronquée & celle de sa partie elliptique. Sur cette derniere
le théoreéme 10.7.3 est connu par un théoreme fondamental de Ngo (cf. [29]).

La situation est la suivante. Soit k£ une cloture algébrique d’un corps fini.
Soit G' un groupe semi-simple défini sur k£ et 7' C G un sous-tore maximal. On
suppose que la caractéristique de k£ ne divise pas l'ordre du groupe de Weyl W
de (G, T). Soit C une courbe projective, lisse et connexe muni d’'un diviseur D
effectif et pair de degré supérieur au genre de C. Soit co un point fermé de C'
hors du support de D. Le k-champ de Hitchin M classifie les triplets de Hitchin
(€,0,t) formés d’'un G-torseur &, d’une section 6 du fibré vectoriel Ad(E)(D)
qu’on obtient en poussant le torseur £ par la représentation adjointe tordue
par D et d'un élément G-régulier ¢t € t tel que ¢ et #(c0) ont méme image par
le morphisme canonique

(1.5.1) g—g//G~t//W.

Soit A le k-schéma qui classifie les couples (hg,t) formés d’une section h, du
fibré t//W ®; O(D) et d’un élément G-régulier ¢ € t tel que I'image de t
par t — t//W soit égale a hy(o0). La fibration de Hitchin f : M — A est
le morphisme qui a un triplet (£,6,t) associe le couple (x(6),t) ou xp est
une version tordue du morphisme (1.5.1). On a introduit dans [11] un ouvert
tronqué M¢ de M formé de triplets <&-semi-stabless> (pour des rappels, cf.
section 4 ci-dessous) qui dépend d’'un parametre & qui vit dans un espace
réel. Lorsque £ est <en position générale> (au sens de la remarque 4.9.2), le
morphisme f¢ restreint & ouvert M¢ est propre (cf. théoréme 6.2.2 de [11]
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rappelé au 4.9.1). On définit & la section 9 un ouvert AP°" de A. Soit A°!!
Pouvert elliptique de A et

jiAeH mAbon N Abon

I'immersion ouverte canonique. Soit £ un nombre premier inversible dans k et
Qy une cloture algébrique de Q. Pour tout entier i, soit PH!(R ff@g) le i-eme
faisceau de cohomologie perverse de R ff@g. Voici notre principal théoréme
cohomologique (cf. théoreme 10.5.1 ci-dessous)

THEOREME 1.5.1. Pour tout entier i, on a un isomorphisme canonique
PHURFEQy) = juj*PH' (RFEQ)
sur Abon‘

On sait que le champ M¢ est lisse sur k. Par le théoreme de Deligne, la
propreté du morphisme f¢ implique que le complexe (R ff@g est pur. Il s’ensuit
que les faisceaux pervers PH!(R ff@g) sont semi-simples. Le théoreme précédent
affirme que sur A" les supports des constituants irréductibles rencontrent
tous 'ouvert elliptique.

1.6. Description de l’article. Venons-en a une breve description du contenu
de l'article. Les premieres sections (sections 2 et 3) sont consacrées a quelques
notations et compléments. On introduit la fibration de Hitchin tronquée a la
section 4. A la section 5, on rappelle I'action introduite par Ngo d’un champ
de Picard sur les fibres de Hitchin. Comme cette action ne respecte pas les
fibres tronquées, on introduit & la section 6 un sous-champ qui, lui, respecte la
troncature. La section 7 donne quelques rappels sur les courbes camérales et
le faisceau des composantes connexes du champ de Picard introduit par Ngo.
On en déduit a la section 8 une décomposition en s-parties de la cohomologie
de la fibration de Hitchin tronquée qui généralise celle de Ngo sur la partie
elliptique (cf. théoréme 8.5.1). A la section 9, on introduit un certain ouvert
<bon> de la base de la fibration de Hitchin et on donne une condition suffisante
pour qu'un point de la base soit dans cet ouvert <bon> (théoreme 9.1.3). La
section 10 contient les principaux résultats cohomologiques : théoreme 10.5.1
de <support> et théoreme 10.7.3 qui est I’analogue cohomologique du lemme
fondamental pondéré. A la section 12, on exprime les s-intégrales orbitales
pondérées globales introduites a la section 11 en termes de trace de Frobe-
nius sur la s-partie de la cohomologie (cf. théoréme 12.1.1). A la section 15,
on déduit des considérations précédentes une variante globale du lemme fon-
damental pondéré (cf. théoreme 15.1.1). Le reste de l’article est consacré au
passage de cette forme globale a 1’énoncé local.

1.7. Remerciements. Nous remercions Luc Illusie, Ng6 Bao Chau, Michel
Raynaud et Jean-Loup Waldspurger pour des discussions utiles.
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2. Notations

2.1. Soit k une cloture algébrique d’un corps fini F, & ¢ éléments. Soit G
un groupe algébrique réductif et connexe sur k. Soit Gger le groupe dérivé de
G. Soit T un sous-tore maximal de G. Soit

W =W =Wg,
o =0%=0f ot @V=0p"

respectivement le groupe de Weyl, ’ensemble de racines, resp. des coracines,
de T dans (. L’application qui & une racine associe sa coracine induit une
bijection entre ® et V. Pour tout ensemble X, on note |X| son cardinal (fini
ou infini). On suppose dans toute la suite que 1'ordre du groupe de Weyl \WTG |
est inversible dans k.

L’algebre de Lie d’un groupe désigné par une lettre majuscule est notée

par la lettre gothique correspondante. Ainsi g et t sont les algebres de Lie
respectives de G et T'. Soit

X*(G) = Homy (G, Gy )
le groupe des caracteres de G. Soit
X«(G) = Homz(X*(Q),7Z)

le groupe dual. Dans le cas d’un tore, ce groupe s’identifie canoniquement au
groupe des cocaracteres. On utilisera aussi par la suite les espaces vectoriels
réels

ag = X*(G) ®7z R
et

ai; = X*(G) @z R.

2.2. Soit Int action de G sur lui-méme par automorphisme intérieur et
Ad la représentation adjointe. Soit

cat = cavg = g/ /G
le quotient catégorique de g par ’action adjointe de G. Soit

X=Xg : g— cat
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le morphisme canonique, qu’on appelle morphisme caractéristique. Soit
X' =xL : t— carg

la restriction de xg a t. C’est un revétement fini et galoisien de groupe W
de carg. Le morphisme Xg est W-invariant et induit un isomorphisme di a
Chevalley

t//W ~ cac.

On en déduit que le schéma cat est un espace affine de dimension n, ot n est
le rang de GG, de coordonnées n polynémes homogenes G-invariants sur g dont
les degrés, notés e; < - -+ < ey, sont uniquement déterminés.

2.3. Section de Kostant. On dit qu'un élément de g est G-régulier si la
dimension de son centralisateur dans G est égal au rang de GG. Dans la suite,
lorsque le contexte est clair, on parle simplement d’éléments réguliers. Soit
g'°® C g l'ouvert des éléments réguliers de g.

Soit B un sous-groupe de Borel de G qui contient 7' et A C ® ’ensemble
des racines simples de T' dans B. Complétons ces données en un épinglage
(B, T,{Xa}aenr) de G. Soit X4+ = Y ,cin X out on a défini X_,, pour
a € A, comme 'unique vecteur radiciel associé a la racine —a qui vérifie
[Xa, X o] = V. Soit gx, le centralisateur de X dans g. Kostant a montré
que l'espace affine X + gx, est inclus dans I'ouvert régulier g™ et que la
restriction du morphisme x : g — cat induit un isomorphisme

X_ +gx, — car.
Soit
e=¢eqg : cav — X_+gx,
le morphisme inverse.

2.4. Sous-groupes paraboliques et sous-groupes de Levi. Pour tous sous-
groupes M et Q de G, on note F9(M ) I'ensemble des sous-groupes parabo-
liques P de G qui vérifient M C P C Q. Les éléments de F = F&(T) sont
appelés les sous-groupes paraboliques semi-standard de G.

On appelle sous-groupe de Levi de G un facteur de Levi d’un sous-groupe
parabolique de G. Soit £ = L&(T) I'ensemble des sous-groupes de Levi semi-
standard de G (au sens ou ils contiennent 7).

Pour tout P € F, soit Np le radical unipotent de P et Mp € L I'unique
sous-groupe de Levi de P qui contient T'. Pour tout sous-groupe de Levi M € L,
soit P(M), resp. L(M) le sous-ensemble des P € F tels que Mp = M, resp.
des L € L tels que M C L. Si 'on veut rappeler le groupe ambiant G, on
ajoute un exposant G a ces notations.

Soit M € L. Soit a%\p/[ le sous-espace de ap engendré par les coracines
de T dans M. En considérant les racines, on définit de méme le sous-espace
(aM)* C a%.. Le morphisme canonique ar — aps a pour noyau a!. Ce dernier



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1655
a pour supplémentaire dans ar ’orthogonal de (a{% )* ce qui identifie & aps &
un sous-espace de ap. De la sorte, on a une décomposition

M
ar = ap @ ap.

On pose a§; = ay Na%. On a alors ay = a§; @ ag.

On munit 'espace vectoriel réel ar d’un produit scalaire invariant sous
’action naturelle du groupe de Weyl W&, Les décompositions en sommes di-
rectes comme ci-dessus sont alors orthogonales. Tous les sous-espaces de ar
sont munis de la mesure euclidienne (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue qui
donne le covolume 1 aux réseaux de base une base orthonormale).

2.5. Dual de Langlands. Soit T le tore sur C défini par
T(C) = Homgz(X,(T),Cx).

Soit G un groupe réductif connexe sur C muni d’un plongement de T' comme
sous-tore maximal de sorte qu’on ait 1’identification suivante entre données
radicielles :

(X*(T), %, X.(T), 85" = (X (T )@GV X*(T), 89).

On dit que G est <les dual de Langlands de G. Rec1proquement tout sous-
groupe réductif connexe M de G qui contient T détermine, & isomorphisme
pres, un groupe réductif connexe M sur £ muni d’un plongement de T' dans
M pour lequel on ait une identification comme ci-dessus entre les données
radicielles de (M, T) et celles de (M, T). Les groupes M et M sont dits duaux.
On remarquera que le groupe de Weyl WM est alors naturellement un sous-
groupe de W&, Lorsque, de plus, M est un sous- groupe de Levi de G le groupe
M muni du plongement de T s’identifie au sous-groupe de Levi M € £%(T)
défini par la condition

oy = a2

Dans la suite, par abus, on ne distinguera pas dans les notations un groupe
algébrique sur C de son groupe de points a valeurs dans C.

2.6. Soit M € L et P € P(M). Soit p l'algebre de Lie de P. Soit

Xp : p—catp=p//P

le morphisme canonique de p sur son quotient adjoint. La restriction de ce
morphisme & m est M-invariant et induit un isomorphisme de cary; = m//M
sur carp (cf. [11, lemme 2.7.1]). On a, de plus, un diagramme commutatif
dont la second fleche horizontale est la projection donnée par la décomposition
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canonique p = m @ np.

(2.6.1) m p m

lXM lXP lXM

caty —— carp —— car)s .

Soit p™& = p N g'® Pouvert de p formé des éléments G-réguliers.

LEMME 2.6.1. Soit X1 et Xy dans p tel que xp(X1) = xp(X2). Si X et
Xy sont tous deux semi-simples ou tous deux G-réquliers, il existe p € P qui
conjugue X1 et Xo.

Démonstration. Tout élément semi-simple de p est évidemment conjugué
sous P a un élément de t. Le résultat est donc évident si X; et X5 sont tous
deux semi-simples.

Soit X € p et X = X, + X,, sa décomposition de Jordan. Montrons
qu'on a xp(X) = xp(Xs). Quitte & conjuguer X par un élément de P, on
peut déja supposer qu’on a X € m. Soit X/, la projection de X,, sur m (selon
la décomposition p = m @ np). Alors la projection de X sur m admet X +
X, comme décomposition de Jordan. On sait bien qu’on a xn(Xs + X,,) =
XM (Xs). Il s’ensuit qu’on a

xp(Xs) = xm(Xs) = xm(Xs + X;,) = xp(X)

par le diagramme commutatif (2.6.1).

Soit X7 et Xy deux éléments G-réguliers de p tels que xp(X1) = xp(X2).
Il s’agit de montrer qu’ils sont conjugués sous P. D’aprés ce qui précede,
les parties semi-simples dans les décompositions de Jordan de X; et X5 sont
conjuguées sous P. Quitte a conjuguer X9 par un élément de P, on peut sup-
poser qu’elles sont égales a un élément Y € p.

Quitte maintenant a considérer Gy le centralisateur de Y dans G, qu’on
sait étre un groupe réductif connexe, et son sous-groupe parabolique Gy N P,
on est ramené au cas ou X7 et Xo sont nilpotents et G-réguliers. On sait bien
que de tels éléments sont conjugués par un élément g € G. Montrons qu’on a
nécessairement g € P ce qui conclura la démonstration. Soit By et By deux
sous-groupes de Borel tels que, pour i = 1,2, on ait X; € b; et B; C P. Ces
groupes sont uniquement déterminés. En particulier, puisque Ad(g)X; = Xo,

I = By. Donc les sous-groupes paraboliques gPg~! et P

on doit avoir gB1g~
qui sont conjugués et contiennent le méme sous-groupe de Borel a savoir Bo,

sont égaux. Il s’ensuit qu'on a g € P ce qu’il fallait démontrer. O

2.7.  Factorisation du discriminant. Soit M un sous-groupe réductif
connexe de G qui contient 1. Soit M un groupe réductif connexe sur k& muni
d’un plongement de T et dual de M. On a des inclusions ®M c ®C et
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WM c W&, On a donc un morphisme
XY cary — carg

qui vérifie Y o xT, = xL. Lorsque, de plus, on a M € LE(T), le morphisme
XM o x s est la restriction de xg & m.

Soit B € P(T) un sous-groupe de Borel et ®7 les racines de T dans B.
Pour toute racine a € @, soit da € k[t] sa dérivée. Les éléments de k[t] définis

par
DM — H do
aeq)]V[
et
Riy= ] da
acdB oM

sont WM-invariants : ils se descendent donc en des fonctions régulieres sur
carys. Clest clair pour le premier qui n’est autre que le discriminant de Weyl.
Pour le second, cela résulte de la formule
B ¢ B

w(Ry) = (-1) (w)RT
pour tout w € W ou £(w) est la longueur de w (cf. [9, chap. V, §5.4 prop. 5])
et de la formule

R} = Ry RY"".

Notons que Rﬁ ne dépend du choix de B qu’a un signe pres. Soit cat%' ree
louvert ot DM ne s’annule pas. C’est précisément le lieu ot le morphisme

G-reg
M

x 1 est étale. On ne le confondra pas avec I'ouvert cat ou le discriminant

pour G

DE = DV (REY?
ne s’annule pas. Seul ce dernier interviendra dans la suite et on pose

cary P = cat%’ 8
On notera que la fibre de x s au-dessus de car)f est Pouvert de m formé des
éléments semi-simples G-réguliers. L’ouvert t'°® est I'ouvert formé des éléments
G-réguliers.

3. Compléments sur les centralisateurs
3.1. Centralisateurs. Pour tout sous-groupe parabolique P € P%(T), soit
I” le schéma en groupes des centralisateurs sur p défini par
I" ={(p,X) € Pxxp | Ad(p)X = X}.
On a le lemme suivant.
LEMME 3.1.1. Le morphisme canonique I” — I¢ induit un isomorphisme
(3.1.1) IFes = Tfoes.

sur ouvert
preg =pnN greg.
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En outre, les schémas en groupes If;reg et Iﬁreg sont commutatifs et lisses
sur pree.

Démonstration. Le morphisme (3.1.1) est un isomorphisme si et seulement
si, pour tout X € p™&  le centralisateur Gx de X dans G est inclus dans P.
En utilisant la décomposition de Jordan X = X;+ X,,, on a Gx = Gx, NG,
et Gx, est un groupe réductif connexe puisque X est semi-simple. Comme
PNGx, est un sous-groupe parabolique de Gx, et que X, est G x,-régulier, on
est ramené au cas ou X est nilpotent, ce qu’on suppose désormais. Soit B C P
un sous-groupe de Borel dont ’algebre de Lie contient X. Par G-régularité
de X, un tel sous-groupe de Borel est unique donc Gx est inclus dans le
normalisateur de B dans G qui est B, donc qui est inclus dans P.

G

On sait bien que 1 jgres €St un schéma en groupes commutatifs lisse sur g®.

Par changement de base, il en est de méme de I ﬁreg et donc de [ ‘];reg. O

3.2. Centralisateurs réguliers. Soit M € LZ(T) un sous-groupe de Levi
semi-standard. Soit €7 une section de Kostant du morphisme caractéristique
X m — cacyy (cf. §2.3). Cette section est a valeurs dans I'ouvert des éléments
M-réguliers. Soit

JM = 1M
M
qu’on appelle le schéma en groupes des centralisateurs réguliers sur catys. C’est

un schéma en groupes commutatifs, lisse sur carys (cf. lemme 3.1.1).
A la suite de Ngo, on introduit ’isomorphisme

(321) (XEJG)mreg — IgGreg

qui, & un couple (g, X) dans G xj g**& tel que Ad(g9)eq(xa(X)) = ea(xa (X)),
associe (hgh™!, X) ot h est un élément de G tel que Ad(h)eg(xa(X)) = X.
Comme X et eg(xg(X)) sont G-régulier et ont méme image dans carg, un
tel h existe et est bien défini a translation preés a gauche par un élément du
centralisateur Gx de X. Par G-régularité de X, on sait que Gx est commutatif.
Le morphisme (3.2.1) est donc bien défini et c’est clairement un isomorphisme.
Voici une proposition qui généralise légerement la proposition 3.2 de [28].

PROPOSITION 3.2.1. Pour tout P € FY(T), il existe un unique mor-
phisme de schémas en groupes

(X*GJG)lp —I7
qui prolonge l’isomorphisme
G G P
(X*GJ )|preg — I‘preg = I|preg

obtenu par composition de la restriction a p™& du morphisme (3.2.1) avec l’iso-
morphisme du lemme 3.1.1.
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En outre, le diagramme ci-dessous est commutatif

(3.2.2) A I

N

G
Ilp’

ot la fleche verticale est l'injection canonique et la fleche diagonale est la
restriction a p du morphisme XEJG — I,

Démonstration. Comme le schéma (xg&J G)|p est normal, que le complé-
mentaire p — p*°8 est de codimension > 2 dans p et que I” est affine, le mor-
phisme

(X*GJG)theg — I‘%’reg — Iﬁreg
se prolonge de maniere unique en un morphisme de schémas en groupes sur p.
Le méme argument montre que, puisque le triangle (3.2.2) est commutatif sur
pr& il 'est aussi sur p. ([

3.3. Dans ce paragraphe, on démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3.1. Soit M € LEZ(T) un sous-groupe de Levi. Il existe un
unique morphisme de schémas en groupes sur catvyy

(3.3.1) (XX)*JC = Xu(M) ®2 G cary
tel que pour tout P € PE(M) on ait un diagramme commutatif
(3.3.2) Xp O ) IS = (&I "

|

Xi(M) ®7 Gy p,

— la fleche diagonale est déduite du morphisme (3.3.1) par le changement
de base
XP P —catys ;
— la fléeche horizontale est celle définie dans la proposition 3.2.1;
— la fleche verticale est induite par le morphisme canonique

Remarque 3.3.2. Le Z-module X, (M) est libre de rang fini égal a la
dimension du centre de M. Par conséquent, X, (M) ®z Gy,  est un tore sur k
du méme rang.

Démonstration. Considérons les deux projections py et po

P Xeaes, B — p.
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Soit p = xp o p1 = xp o pa. Par descente fidelement plate par le morphisme
xp, il s’agit de voir que le morphisme

(333) X};(Xé/[)*JG - X*(M) Xz Gm,;M
qui fait commuter le diagramme (3.3.2), appartient au noyau de
Homp((X*GJG)\pa X* (M) Xz Gm,p)

— * *

— HOmpmep(p (XJC‘:/[) JG7X*(M) ®z Gm,pxca:Mp)-

I suffit de le vérifier au-dessus de I'ouvert p™® X q,, p™8. Or, pour i = 1,2,
I'image du morphisme (3.3.3) par p; s’explicite sur louvert p"® X q,, p"®
comme 'application qui, a (g, X1, X2) € G Xj p*®8 Xar,, P8 tel que

Ad(g)ea(xa(Xi)) = ea(xa(Xi)),

A€ X*(P) = A(high™),
ol h; conjugue e¢(xa(X;)) et X;. Notons que h;gh; ! appartient au centralisa-
teur Gx, de X; dans G donc appartient a P (rappelons l'inclusion Gx, C P, cf.
lemme 3.1.1). Or on sait que X; et X9 sont conjugués dans P (cf. lemme 2.6.1).
Il s’ensuit qu'on a hy € PGx,h1 C Ph;. On a donc, pour tout A € X*(P),

A(highi') = A(haghy "),

associe

ce qui était 1’égalité a vérifier.

On a donc montré I'existence du morphisme (3.3.1) qui rend le diagramme
(3.3.2) commutatif pour un sous-groupe parabolique P € P(M). On va main-
tenant vérifier que le morphisme (3.3.1) qu’on vient de définir ne dépend pas
du choix de P. Sur louvert dense caty} ou D€ ne s’annule pas, le mor-
phisme (3.3.1) est 'application qui, & un couple (g,a) € G Xy carys tel que
Ad(g)ec(xM (a)) = ec(x¥ (a)), associe A € X*(P) — A(hgh™!) ot h € G est
tel que Ad(h)eg(xY (a)) appartienne & la fibre de yp au-dessus de a. Un tel
élément h existe : soit Y € m tel que xp(Y) = a. Alors Y est semi-simple et
G-régulier donc G-conjugué a e (x4 (a)). Un tel h est bien défini & un élément
de P a droite pres : la fibre de x p au-dessus de a est une P-classe de conjugaison
(cf. lemme 2.6.1). En particulier, A\(hgh™!) est parfaitement défini pour tout
A € X*(P) (par un argument déja évoqué, on a hgh~! € P). Il est clair qu’on
aurait pu tout aussi bien définir 4 comme un élément de G tel Ad(h)eq(x¥ (a))
appartienne a la fibre de xas au-dessus de a, d’ou I'indépendance en P. ([l

3.4. Description galoisienne de JC. On laisse le soin au lecteur de vérifier
le lemme suivant.
LEMME 3.4.1. Le morphisme
(X&) T¢ = Xu(T) @2, G g
de la proposition 3.3.1 est W-équivariant ot Uaction sur le but est l’action
diagonale de W.
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Pour tout t-schéma X, soit (Xg)*X le carg-schéma obtenu par restric-
tion des scalaires a la Weil de X (rappelons que le k[carg]-module k[t] est
libre de rang fini, égal & l'ordre de W). Le morphisme d’adjonction J& —
(x&)«(xE)*JC se factorise par le morphisme

T — (&) (&) T,

ol l'exposant W désigne le sous-schéma des points fixes sous W. En utilisant
la W-équivariance du morphisme (x5)*J% — X.(T) ®z G (cf. lemme 3.4.1),
on obtient un morphisme

(3.4.1) T — (Xu(T) ®2 (X Cm)"

ou le but est le sous-schéma fermé des points fixes sous W dans X, (T) ®z
X*T(Gm,t; c’est d’ailleurs un schéma en groupes commutatifs lisse sur carg (cf.
[29, lemme 2.4.1]) dont I’algebre de Lie, vue comme un Ocq,-module, est

Lie((X«(T) ®z (x6):Gm)") = (X(T) @z (&) 00"

Rappelons la proposition suivante, due a Ngo, qui fournit une description «ga-
loisienne> de l'algebre de Lie de JC.

PROPOSITION 3.4.2. Le morphisme
TG — (X(T) ®z (X&)+Gm)"

est un isomorphisme sur l'owvert cav®. Il induit par ailleurs un isomorphisme
entre les sous-schémas ouverts des composantes neutres des fibres. En parti-
culier, ce morphisme induit un isomorphisme entre les algebres de Lie vues
comme Ocqr,-modules

Lie(J9) = (X.(T) @z (x&):00)" .
Démonstration. On renvoie le lecteur a [29, prop. 2.4.2 et cor. 2.4.8]. O

4. La fibration de Hitchin tronquée

4.1. Soit C une courbe projective, lisse et connexe sur k de genre g. Soit
D = 2D’ un diviseur effectif de degré > 2g et oo un point de C'(k) qui n’est
pas dans le support de D. Soit Lp le G, p-torseur sur C' associé¢ a D, muni de
sa trivialisation canonique sur 'ouvert complémentaire du support de D. Pour
tout k-schéma V muni d’une action de Gy, 1, soit

G
VD =L D X km’k Vv
le produit contracté : c’est un schéma sur C' qui est une fibration localement

triviale de fibre type V. Soit M € L(T). L’action par homothétie du groupe
multiplicatif G,, x sur t induit une action de G, sur cary; pour laquelle le
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morphisme caractéristique x%} est Gy, p-équivariant. Par produit contracté avec
Lp, on obtient des C-morphismes

XYA;[,D :tp — caryp
et, pour tout P € P(M),

XP,D :Pp — cary p .

4.2. Champ de Hitchin. C’est le champ algébrique noté M = Mg qui
classifie les triplets de Hitchin m = (&,6,t) ou :
— & est un G-torseur sur C';
-0 € HY(C,Adp(€));
— t €157 avec x(t) = x(fs) dans carg.
On a noté
Adp(&) = & x§Ar g
le fibré vectoriel sur C obtenu lorsqu’on pousse le G-torseur £ par le morphisme
Adp : G—>Aut(gD)

induit par ’action adjointe.

Soit [gp/G] le champ sur C' défini comme le quotient de gp par Gx;C. Par
définition, pour tout C-schéma test S, le groupoide [gp/G](S) est le groupoide
des couples (£,6) ou € est un G-torseur sur S et 6 est une section sur S de
Adp(€) = € x§AP gp.

Le morphisme x¢g est a la fois G, y-équivariant et G-invariant. I induit
donc un morphisme de C-champs

(4.2.1) [xe,p] : lap/G] = cargp.

On peut alors donner une définition équivalente de M. Soit S un k-schéma
test. La donnée d’un triplet m = (£,6,t) € M(S) est équivalente a la donnée
d’un couple m = (hy,,t) formé d’un C-morphisme

Ry C XkS — [gD/G]
et d’'un point t € t*°8(S) qui vérifie

([xa,p) © hun) (00s) = X&(t),
ol cog se déduit de oo par le changement de base S — k.
4.3. Lissité de M sur k. On a la proposition suivante due a Biswas et
Ramamanan.
PROPOSITION 4.3.1. (cf. [8] et [29, théoreme 4.14.1]) Le champ algébrique
M est lisse sur k.

4.4. Espace caractéristique. Dans la (seconde) définition de M, si I'on
remplace le champ quotient [gp /G| par le quotient catégorique de gp par G, qui
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n’est autre que carg,p, on obtient un schéma quasi-projectif, lisse sur k, noté
A = Ag et appelé espace caractéristique, qui classifie les couples a = (hg,t) ou

— hq € HY(C,carg p);

— t € 19778 avec x(t) = hq(00).

Pour chaque M € L(T), on dispose de la base Aj; de la fibration de
Hitchin pour M et d’un ouvert

ASTE C Ay,
ot ’on demande que t soit dans t©"°8 C tM T8 Le morphisme
(4.4.1) X AR o A
qui envoie (h, t) sur (X]\G/{Doh, t) est une immersion fermée (cf. [11, prop. 3.5.1]).

Dans la suite, seul interviendra l’ouvert .AAGfeg que l’on notera dorénavant
simplement Apy.

Définition 4.4.1. La partie elliptique A®! = A%l de A est 'ouvert complé-
mentaire de la réunion des Aps pour M € L(T), M # G.

On notera que 'ouvert elliptique est non vide pour des raisons de di-
mension. On définit de méme AS}. On a la proposition suivante (cf. [11,
prop. 3.6.2]).

PROPOSITION 4.4.2. Le schéma Ag est la réunion disjointe des sous-
schémas localement fermés AS} pour M € L(T)

A = U A?’&}.
MeL£o(T)

4.5. Fibration de Hitchin. On la définit comme suit a I'aide du morphisme
[xe.p] de la ligne (4.2.1).

Définition 4.5.1. La fibration de Hitchin est le morphisme
f = fG M= A

qui envoie m = (hy,,t) sur a = ([x@,p] © hm, t).

Soit @ = (hq,t) € A. La fibre de Hitchin M, = f~!(a) classifie les sections
hy, du champ [gp/G] qui rendent le diagramme ci-dessous commutatif

(45.1) ¢ —"% [9p/G]

h l[XG,D]

carg p -

4.6. Réduction d’un triplet de Hitchin. Soit m = (hpy,,t) € Mg et P €
P(M) un sous-groupe parabolique de G de Levi M € L(T'). Une réduction de
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m a P est, par définition, la donnée d’une section
hp:C — [pp/P]

du C-champ quotient, noté [pp/P] de pp par P xj; C qui vérifie les deux
conditions suivantes :

1. onah,, =tpohp ou
ir:[pp/P] = [ap/G]
est le morphisme canonique ;
2. le couple (hg,t) défini par
hap = [XPD] 0 hP,

appartient & Ay, autrement dit on a
T
hap(20) = xp(t)-

Avec les notations ci-dessus, si hp est une réduction de m a P, on a le
diagramme commutatif suivant :

/L\
hp

(4.6.1) C —"% [pp/P] > [ap/C]

\ l[XP,D] l[XG,D]

catpp —— cartg p -
b 1\/1 b
XG,p

ha

Il est clair sur le diagramme ci-dessus que pour que m admette une
réduction a P il faut que f(m) appartienne a Ap;. En fait, cela suffit. Plus
précisément, on a la proposition suivante (cf. proposition 4.10.1 de [11]).

PROPOSITION 4.6.1. Soitm € Mg et M € L(M) tel que f(m) € A} (cf.
proposition 4.4.2). Pour tout P € F(M), il existe une et une seule réduction
hp dem a P.

4.7. Degré degp. Pour tout schéma en groupes H sur C, soit B(H) le
C-champ classifiant de H dont le groupoide B(H)(S), pour tout C-schéma
test S, est le groupoide des H X S-torseurs sur S. Ce champ est encore le
quotient de C' par H agissant trivialement.

Le morphisme structural pp — C induit un morphisme de C-champs

(4.7.1) lpp/P] — B(P x4 C).
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Par ailleurs, le morphisme évident P — X, (P) ®z Gy, induit un morphisme
de C-champs

(4.7.2) B(P x4 C) — B(X,(P) @z Gm.c).

On a un morphisme
B(Gnc)(C) — Z

donné par le degré d’'un G,, c-torseur. On en déduit de maniere évidente un
morphisme

(4.7.3) B(X.(P) ®z Gm.c)(C) — X.(P).

En composant le morphisme (4.7.3) avec les morphismes (4.7.1) et (4.7.2), on
obtient un morphisme degré

(4.7.4) degp : [pp/P|(C) — X.(P).

4.8. Conveze associé a m € M. Soit M € L(T) et m € M tel que
f(m) € AL, Pour tout P € P(M), soit hp l'unique réduction de m & P (cf.
proposition 4.6.1). On a défini en (4.7.4) le degré degp(hp) de la section hp
de [PD/P}

Soit Cp, C ar, le convexe obtenu lorsqu’on translate ’enveloppe convexe
des points

—degp(hp) € Xu(P) = X (M) C apy
pour P € P(M) par les vecteurs du sous-espace a}! @ ag.

4.9. La &-stabilité. Soit & € ap. Soit m € M. On dit que m est £-semi-
stable si le convexe C,, du paragraphe 4.8 contient &. Soit M¢ le sous-champ
de M formé de points £-stables et

Mell =M X A Aeél
I'ouvert elliptique de M. Soit
oM — Ag
et
fell . Mell N Agvl
les restrictions du morphisme de Hitchin f & M¢$ et MelL.

Voici le principal résultat de [11] (ibid., proposition 6.1.4 et théoreme
6.2.2).

THEOREME 4.9.1. Le champ M¢ est un sous-champ ouvert de M, donc
lisse sur k, qui contient 'ouvert elliptique M®\.

Si G est semi-simple et si & est en position générale , le champ MS est
un champ de Deligne-Mumford et le morphisme f& est propre.
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Remarque 4.9.2. L’expression & en position générale signifie que £ n’ap-
partient pas & certains hyperplans rationnels de ap (cf. [11, déf. 6.1.3]). Elle
implique en particulier que pour un triplet de Hitchin les notions de £-semi-
stabilité et &-stabilité sont équivalentes.

5. Action du champ de Picard 7,

5.1. Action de Gy, 1, sur les centralisateurs. On a défini a la section 3.2 le
schéma en groupes J des centralisateurs réguliers sur g. Soit (g,a) € J& et
x € Gy, . Les éléments de g™*& définis par eg(z - a) et x - eg(a) (ol - désigne
respectivement 'action de G, j sur carg définie a la section 4.1 et I'action de
G, i, sur g par homothétie) sont G-conjugués puisqu’ils ont méme image par
xa- 1l existe donc h, € G tel que

co(@ - a) = Ad(hy) (- 26 (a)).

On peut vérifier que h,gh, ' centralise eg(x - a) et que cet élément ne dépend
pas du choix de h, (les centralisateurs réguliers étant commutatifs). On pose
alors
- (g,a) = (haghy' - a)

ce qui définit une action de G,  sur J & pour laquelle le morphisme canonique
JE = carg est G k-équivariant. Par la construction de la section 4.1, on en
déduit un schéma en groupes Jg au-dessus de catg p.

Pour tout sous-groupe parabolique P € F(T'), le schéma en groupes 17 sur
p des centralisateurs est muni de 'action de G, ; définie pour tous x € Gy, 1,
et (p, X) € I” par

z-(p,X)=(pz-X),

ou - est I'action par homothétie de G, , sur p. De nouveau, la construction de
la section 4.1 donne un schéma en groupes [ 5 au-dessus de pp.

Il résulte de la proposition 3.2.1 que le morphisme (XZJG)“J — IP qui
y est défini est G, p-équivariant. On en déduit un morphisme de schémas en
groupes

(5.1.1) (X&,075)pp = 1h

au-dessus de pp.

Soit M € L(T) et X]\G’/[, p :catyr,p — carg p le morphisme déduit du mor-
phisme G, p-équivariant Xé\;/[ : carys — carg. Il résulte de la proposition 3.3.1
qu’il existe un unique morphisme de schémas en groupes

(5.1.2) (X]\G/[,D)*Jg — Xu(M) ®z Gm,catM,D
qui, pour tout P € P(M), est le composé de (5.1.1) avec le morphisme évident
If = Xo(M) ®z G caryy p-
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5.2. Le champ de Picard J,. Soit a = (hg,t) € A. Soit
J, = htJ§.

C’est un schéma en groupes commutatifs lisse sur C'. Soit J, le k-champ des
Je-torseurs au-dessus de C. Plus exactement, pour tout k-schéma test S, le
groupoide J,(S) est le groupoide des C-morphismes

C xS — B(J,).
Comme le schéma en groupes J, est commutatif, le produit contracté de

deux J,-torseurs est encore un J,-torseur. Ce produit fait de J, un champ de
Picard au-dessus de Spec(k).

5.3. Morphisme degré. Soit M € L(T) et apr = (hqy,,t) € An. Soit
a l'image de aps dans Ag par le morphisme x¥, cf. 1. (4.4.1). On a donc
he = Xg[,D 0 hq,, €t Jg = hZM(XgD)*JS. Par le changement de base hg,, :
C — cavpr,p, on déduit du morphisme (5.1.2) le morphisme de schémas en
groupes

Jo = Xu(M) @7 G o
et le morphisme de C-champs de Picard entre les classifiants
(5.3.1) B(Ja) = B(X« (M) ®z G ).
Comme on dispose d’un morphisme degré, cf. (4.7.3),
B(X.(M) ®z Gp,0)(C) = X (M),
on en déduit, par composition, un morphisme degré
(5.3.2) degy, : Jo — Xu(M)

pour tout a € Ay, qui est un homomorphisme de champs de Picard (si I'on
voit X.(M) comme un k-champ de Picard constant).

PROPOSITION 5.3.1. Soit M C L deux sous-groupes de Levi dans LE(T).
Soit
P X (M) — X,(L)
la projection duale du morphisme de restriction
X*(L) = X*(M).

Soit a € Apr. On a légalité suivante entre morphismes de J, dans X, (L) :

pr o degy = degy, .
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Démonstration. Soit Q € P(L) et P € P(M) tels que P C Q. Partons du
diagramme commutatif

p q

Xpl lXQ
xp!

caty —— cary,

X lxé
XG

care .

Rappelons qu’on a défini & la section 3.2 un schéma en groupes J sur carg.
D’apres le diagramme ci-dessus, on a 1’égalité

Xp (&) Y = (xg(x6)* T -
On a donc un diagramme

(5.3.3) Xo(xXM)*J¢ —— X (M) ®7 Gy

T~

X*<L) ®Z Gm,)ﬁ

ou la fleche horizontale est celle définie en (3.3.1) proposition 3.3.1, la fleche
diagonale est celle définie (3.3.1) relativement a L et restreinte & p, enfin la
floche verticale est induite par pf,. Montrons que le diagramme (5.3.3) est
commutatif. Il suffit de le vérifier au-dessus de 'ouvert dense p™8. Le mor-
phisme horizontal, resp. diagonal, de (5.3.3) se factorise par I*, resp. IPQ (cf.
proposition 3.3.1). On a donc un diagramme

(X*P(Xg)*JG)hjreg e I‘ireg —_— X* (M) ®Z Gm,preg

~ | |

2y — Xo(L) @z G pree
dont il s’agit de vérifier la commutativité. Or, le premier triangle est formé
uniquement d’isomorphismes et est clairement commutatif (cf. lemme 3.1.1 et
(3.2.1)). On vérifie sans peine la commutativité du carré de droite.

Pour tout a € Ay, on déduit de la commutativité de (5.3.3) un diagramme
commutatif

B(LJ4449580¥4A4)®Z(%mC)

T~

B(X«(L) ®z Gm.0),
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ou la fleche verticale est induite par p,]-y et les autres fleches sont données par la
ligne (5.3.1). Pour conclure, il suffit d’invoquer la commutativité du diagramme

B(X.(M) @z Gm,0)(C) — X.(M)

| |

ol les morphismes horizontaux sont les degrés et les morphismes verticaux sont
induits par p% . O

5.4. Quotient champétre des centralisateurs. Soit P € F&(T) un sous-
groupe parabolique semi-standard. On définit une action du groupe P sur le
schéma en groupes I ainsi : pour tout h € P et tout (p, X) € I, on a

h-(p,X) = (hph™',Ad(h)X).

Cette action commute a ’action de G, ;, par homothétie sur le premier facteur.
On en déduit donc une action de P sur [ 5 pour laquelle le morphisme I g — Pp
est P-équivariant.

Le champ quotient [I5/P] définit un schéma en groupes au-dessus du
champ [pp/P]. Soit hp une section au-dessus de C du champ [pp/P]. En
tirant en arriere le champ [I5/P] par la section hp, on obtient un schéma en
groupes sur C noté h’[I5/P]. Donnons une description concréte de ce groupe :
la section hp s’identifie a la donnée d’un P-torseur sur C ainsi que d’une section
0 de AdP,D(E) = & xPAdpp. Le schéma en groupes hi[I5/P] est le schéma
en groupes Autp(&,0) des automorphismes de £ qui centralisent 6.

On définit une action du groupe G sur le schéma en groupes xg;J @ de la
maniere suivante : pour tout h € G et tout (g, X) € x5J¢, on a

h - (g’X) = (gaAd(h)X)

On vérifie que cette action commute a celle de Gy, 1, (déduite de celle définie
sur J au paragraphe 5.1. On en déduit une action de G sur X*G,DJS' On
vérifie que le morphisme

G P
(X*G’,DJD)IpD —Ip
défini au paragraphe 5.1 est P-équivariant.
Le champ quotient [(xg »J5)/G] définit un schéma en groupes commu-

tatifs lisse sur [gp/G]. Comme 'action de G sur le premier facteur de xgJ©
est triviale, on a l’identification naturelle

(5.4.1) [(x&.pJ5)/G] = [xa.0]" J5,

ou l'on distingue les morphismes x¢,p : gp — cargp (cf. §4.1) et [xa.p] :
[gp/G] — carg p, cf. (4.2.1).
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5.5. Action de J, sur M. Soit a = (hq,t) € Aet m = (hy,t) € M,. On
a défini a la section 5.2 un schéma en groupes J, sur C. D’apres le diagramme
(4.5.1) et la ligne (5.4.1) du paragraphe 5.4, on a aussi

(5.5.1) Ja = I [xa,p]" IG5 = by [(xXG,0J5) /G-

Le morphisme x¢; DJS — IS défini en (5.1.1) du paragraphe 5.1 est G-équi-
variant (cf. §5.4). On en déduit un morphisme de schémas en groupes

(5:5.2) Jo = n[(XG,pT5)/ G = I [I5/G] = Aut(m).

La derniere égalité identifie k7, [IS/G] au schéma en groupes Aut(m) des au-
tomorphismes de m (cf. §5.4).

On fait alors agir le champ de Picard 7, sur le fibre de Hitchin M, de
la facon suivante : & tout m € M, et tout J,-torseur j on associe le produit
contracté

jrm=jx’m,
ou J, agit sur m via le morphisme J, — Aut(m) (cf. (5.5.2)). On vérifie que
jxJam e M,.

PROPOSITION 5.5.1. Soit a € .A?&} et m € My. Pour tout j € J,, les
convezes associés a m et j-m (cf. 4.8) sont translatés l'un de l'autre. Plus
précisément, on a

Crm = Cjm + degyr (),

ot deg,, est le morphisme degré défini en (5.3.2) de la section 5.3.

Démonstration. Soit P € P(M) et hp la réduction correspondante de m
a P (cf. proposition 4.6.1). En examinant le diagramme 4.6.1, on s’apercoit
qu’on a

Ja = Ppiplxa,n]* 5.
On vérifie qu’on a 'identification suivante de schémas en groupes sur [pp/P] :
; G G
iplxe.n]"J5 = [(JB)jpp/ P

Le morphisme de schémas en groupes sur [gp/G] déduit du morphisme
G-équivariant (5.1.1) (pour P = G) donne un morphisme (cf. aussi (5.4.1))

[xa,p]"J5 — [I5/G].
Il résulte de la proposition 3.2.1 que le morphisme qui s’en déduit
iplxa,n]"J5 = [(J5)pp/P) = ip[I5 /G

se factorise par
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ou cette derniere fleche se déduit du morphisme P-équivariant (5.1.1) (I’équi-
variance est discutée au §5.4). Par conséquent, le morphisme

Ju — b5 15 /G] = Aut(m)
se factorise par
(5.5.3) J, — Wp[I5/P] = Aut(hp).

En particulier, si j est un Jg-torseur, ’action de j sur m envoie la P-
réduction hp sur j x’a hp (o1 J, agit sur hp via (5.5.3)) qui est nécessairement
I'unique P-réduction de j-m. La proposition résulte alors de I’'égalité, évidente
sur les définitions,

degp(j x7a hp) = degy;(j) + degp(hp). O
6. Morphisme degré et champ de Picard J'

6.1. Espace topologique (LZ). —Soit (LZ) I'espace topologique sobre dont
'ensemble sous-jacent est ensemble £& = L& (T) et dont la topologie est la
moins fine pour laquelle les parties £ pour M € £ sont fermées.

Soit M C L deux éléments de £%(T). Soit X, (L) n le faisceau constant
sur (£M) de valeur X, (L). Soit

ing  (LM) < (L)
I'inclusion canonique. Soit ips (X« (L) zar) le faisceau sur (L) & support dans
LM et dont la fibre en tout point de £ est X,(L). On a un morphisme
(6.1.1) i (X (M) prr) = ipg (X (L) par)
induit par le morphisme p¥ : X, (M) — X.(L) (cf. 5.3.1). D’autre part, on a
un morphisme

(6.1.2) ’l‘Ly*(X*(L)L"L) — 7:]\/[7*(X*(L)£1M)

qui, fibre & fibre, est le morphisme identique de X, (L) en un point de £ et
qui est nul en dehors de £M.
On définit alors un double morphisme

(6.1.3) B i (X(M)pwr) = P inn(XuL) )
MeLG(T) M,LeLG (T)
MCL

de la maniére suivante : sur chaque composante iy . (X.(M)zn ), pour M € LY,
la premiere fleche est obtenue par composition de la somme des morphismes
(6.1.1) pour L € LZ(M) avec I'inclusion canonique

@ iM,*(X*(L)LAI) - @ iM,*(X*(L)E”I) )

LeLC (M) M,LeLG(T)
McCL
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le seconde est obtenue, sur la composante i, .(X.(L) L), pour L € LY, par
composition de la somme des morphismes (6.1.2) pour M € L(T) avec I'in-
clusion canonique

@ 'l‘M7*(X*(L)LJ\4) — @ iM7*(X*(L)£M).

MeLlL(T) M,LeLG (T)
McCL

On notera que, dans la double fleche (6.1.3), chaque composante ipy (X« (L) oar)
du but (avec M C L) ne recoit par chaque fleche qu'une composante de la
source, & savoir iy «(X.(M)sa) par la premiere fleche et iy (X (L) r) par la
seconde.

Soit K le noyau du morphisme double (6.1.3). On laisse au lecteur la
vérification du lemme suivant.

LEMME 6.1.1. Le faisceau K est le faisceau constructible sur (L) dont la
fibre Kpp en M € L est le Z-module X, (M) et dont la fléche de spécialisation
Ky — K, pour M et L dans L£C tels que M C L, est le morphisme pﬁ/[ :
X«(M) = X.(L) (cf. proposition 5.3.1).

6.2. Le faisceau X sur Ag. Soit
(6.2.1) Ag — (L)

I’application de valeur M sur chaque partie localement fermée A
LE(T) (cf. proposition 4.4.2).

‘]3\1/} pour M €

LEMME 6.2.1. L’application (6.2.1) est continue.

Démonstration. Soit M € LZ(T). L'image réciproque de la partie fermée
LM(T) est la réunion des AS! pour L € LM (T) qui s’identifie au fermé Ay,
(cf. (4.4.1) et proposition 4.4.2). O

Soit X' le faisceau constructible sur Ag défini comme I'image réciproque
par I'application continue (6.2.1) (cf. lemme 6.2.1) du faisceau K sur (£). Ce
faisceau est donc constant de valeur X, (M) sur A5}, pour M € L£E(T).

6.3. Le champ de Picard J. Soit
(6.3.1) ha:C xp A— cargp

la fleche canonique qui & un triplet (c, hq,t) € C X A associe hy(c) € carg,p.
Soit
Ja=haJ5

le schéma en groupes commutatifs, lisse sur C' xj A, obtenu comme l'image
réciproque de J§ par le morphisme h4 de (6.3.1). Tout a = (hg,t) € A(k)
définit par changement de base un morphisme a¢c : C — C x; A qui, composé
avec h 4, donne h,. Le schéma en groupes sur C' défini par agJ4 n’est autre
que le schéma en groupes noté J, défini a la section 5.2.
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Soit B(J4) le C' xj A-champ classifiant de J4. Soit J le champ sur A
dont le groupoide associé¢ J(S) pour tout A-schéma test S est le groupoide
des morphismes

C xS — B(JA).

Comme J4 est commutatif, le produit contracté confere a J une structure de
champ de Picard au-dessus de A.

6.4. Le degré de J. Il est défini par la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4.1. Il existe un unique morphisme

deg: J — X
qui, pour tout M € LE(T) et tout a € ASY}, induit le morphisme
degys : Jo — Xy = Xi(M)

défini en (5.3.2) de la section 5.3.

Démonstration. L’unicité étant évidente, nous allons nous concentrer sur
lexistence. Soit M € L£%(T). L’homomorphisme deg,, de (5.3.2) induit un
homomorphisme

(Xg)*j — X*(M)AMa
ot XX est I'immersion fermée de Ays dans Ag définie en (4.4.1) et X, (M) ,,
est le faisceau constant sur Ay, de valeur X,(M). Par adjonction, on a donc
un homomorphisme

T — (X&) e(Xu(M) 4,)-
En prenant la somme sur M € £%(T), on obtient un homomorphisme

\7 — @ g)* )AM)'
MeLSG(T)
Nous allons montrer que cet homomorphisme est a valeurs dans le sous-faisceau
X et vérifie les propriétés annoncées. Pour voir qu’il est a valeurs dans X, il
suffit de voir qu’il tombe dans le noyau de la double fleche

D N X(M)ay) = B D (Xu(D)ay)

MeLE(T) M,LecG(T)
MCL

image réciproque de la double fleche (6.1.3) par Iapplication continue Ag —
(£%) définie en (6.2.1). Cela découle de la proposition 5.3.1. Les autres pro-
priétés résultent du lemme 6.1.1. O

6.5. Action de J sur M. 1l s’agit simplement de mettre en famille la
construction de la section 5.5. Soit S un k-schéma test. Soit m = (hy,,t) €
M(S) et f(m) = (ha,t) € A(S). Soit Jag = Ja x4 S et soit j € J(S) un
J 4,s-torseur. On a, cf. (5.5.1) de la section 5.5,

Jas = hyJ§ = hilxe,p)*J5 = hi[(x6,pJ5)/ G-
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Comme en (5.5.2), on en déduit un morphisme
Jas — hi[I5/G) = Aut(m).
L’action de J est alors donnée par le produit contracté
jom=jxasm,
ou J4,s agit sur m via le morphisme vers Aut(m) que 'on vient d’introduire.

6.6. Action de J' sur M&. Soit J' le noyau de ’lhomomorphisme degré
défini a la proposition 6.4.1. C’est un sous-champ de Picard ouvert du champ
J qui, fibre a fibre, contient la composante neutre de 7. Comme J agit sur
M, il en est de méme de J'.

PROPOSITION 6.6.1. Pour tout & € ar, Uaction de J' préserve l'ou-
vert ME.

Démonstration. Soit m € M et a = f(m) € A. Soit j € J,. D’apres la
proposition 5.5.1, on a Cp, = Cj.;m + degy,(j). Si, de plus, j € JL alors on a
deg,;(4) = 0 (cf. proposition 6.4.1). Il s’ensuit que, pour tout j € J!, on a

Cm =Ljim

et a fortiori j préserve la £-stabilité, qui est définie par la condition £ € C,,. 0O

7. Courbe camérale et faisceau 7y(J).
7.1. Courbe camérale. Soit
x0Y - A—Cx A

le morphisme déduit de oo par le changement de base A — Spec(k). A la suite
de Donagi et Gaitsgory (cf. [12]), on introduit la courbe camérale universelle,
notée Y, qui est le revétement de C' X A défini par le carré cartésien

Y tp

TFYl lxg’D

C Xk.A4> carqg.p,
ha ’

ol hy4 est le morphisme canonique, cf. (6.3.1), et Xa p est le morphisme Xg
du 2.7 <tordu par D>. Comme le morphisme X(T;, p est WG invariant, on a
une action naturelle de W& sur Y. Le revétement 7y est fini, galoisien de
groupe W& et étale au-dessus d’un voisinage de Iimage de co4. Pour tout
a = (ha,t) € A, le point t vérifie x5 (t) = ha(oc). On donc un morphisme
canonique

ooy A=Y
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au-dessus de coy. Soit U C C xi A l'image réciproque par hy de 'ouvert
car®, olt le discriminant D% ne s’annule pas (cf. §2.7). Soit V I'ouvert de Y
défini par V = W;I(U). On notera que oo 4 est a valeurs dans U et ooy est a
valeurs dans V. Le revetement my est étale précisément au-dessus de U.

Soit a = (hq,t) € Aet k(a) le corps résiduel de a. En tirant la construction
précédente par le morphisme C'x;k(a) — C x.A déduit de a par le changement
de base C' — Spec(k), on obtient la courbe camérale Y, sur k(a) définie par le
diagramme cartésien

Ya(—> tp Xk k(a)

Ya l J/XE,D

C Xk k(a)c—h) carg p Xk k(a)

Le groupe W& préserve Y, et le revétement my, est fini, galoisien de groupe
WC et étale au-dessus du point co. Dans la fibre de ce dernier, on a le point
marqué ooy, = ooy o a. Soit U, et V, les ouverts de C xi k(a) et Y, déduits
de U et V par changement de base.

7.2.  La fonction W,. Dans tout ce paragraphe, la lettre W désigne
un sous-groupe quelcongque du groupe de Weyl WC. Pour tout a € A, soit
W, le sous-groupe de W& défini comme le normalisateur de la composante
irréductible de Y, passant par coy,. De maniere équivalente, c’est le normali-
sateur de la composante connexe de V, qui contient ooy, .

Soit <WG) I’espace topologique sobre dont I’ensemble sous-jacent est formé
des sous-groupes W de W& et dont la topologie est la moins fine pour laquelle
les parties formées des sous-groupes W' inclus dans un sous-groupe W sont
fermées.

PROPOSITION 7.2.1. L’application A — (WC) définie par a — W, est
continue.

Démonstration. Montrons d’abord la constructibilité de cette application.
Le morphisme composé ¥ — C x; A — A induit un morphisme surjectif
p:V — A dont ooy est une section. Pour tout a € A soit V¥ la composante
connexe de V, qui contient ooy (a). Soit V° la réunion des V! quand a parcourt
A. D’aprés Grothendieck (cf. [16, prop. 15.6.4]), on sait que V? est un ouvert.
Pour tout sous-groupe W de W&, considérons 1’ensemble constructible

Aw = p( n wVO) — U p(VO N wVO).
wew weWGE -W

Nous allons démontrer 1’égalité

(7.2.1) Aw ={ac A| W, =W}
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qui implique la constructibilité de I'application W,. Soit a € Ay . 1l existe
Y € Nuwew wV0 tel que p(y) = a. Par conséquent, la réunion | J,cy wV,) dont
chaque constituant contient y est connexe. Il s’ensuit qu’on a (J,ep wV? =
VY et donc W C W,. Soit w € W,. On a donc wV? = V0 et y € V0N
wVao. Nécessairement on a w € W d’ou W, C W et finalement W, = W.
Réciproquement soit a € A tel que W, = W. Soit y € V2. Comme V. est
stable par W, = W, on a y € Nyew wV. Par ailleurs si w ¢ W = W, on a
VINwV? =0. Dot a € Ay. On a donc démontré (7.2.1).

Montrons ensuite la continuité. Il suffit de montrer que pour tout sous-
groupe W de W& la réunion U Aw prise sur les sous-groupes W’ de W est
fermée. Comme cette réunion est constructible, il suffit de montrer qu’elle est
stable par spécialisation. Soit a un point de A et @’ € A une générisation de
a dans A. Nous allons montrer qu’on a W, C W,/ ce qui implique la stabilité
cherchée. Par définition de W/, on a

VocVv— |  wV”
weWG—-w,,
D’apres le résultat déja cité de Grothendieck, on sait que I’ensemble V —
Uwewe-—w,, wV? est fermé dans V. On a donc

vicv-  |J  wV’
’wEWwaa/
ou @ désigne I'adhérence de V) dans V. Toujours d’aprés Grothendieck (cf.
[16, prop. 15.6.1]), on a V.2 C V.9 et donc

vicv—- | wV
wEWwaa/
ce qui implique immédiatement qu’on a W, C W, comme voulu. O

7.3. Le morphisme de X.(T)4 dans J. Soit S un schéma affine sur k
et a = (hq,t) € A(S). Soit Cg = C xj, S et Ocg 0 le complété de Ocy le
long de {oco} xx S C Cg que l'on peut identifier & Og|[w]] par le choix d’une
uniformisante wy sur C' au point co. Soit Frg oo = Ocg,c0ll/Wso] (qui ne
dépend pas du choix de wy,). Soit C®° = C — {oo} et CF = C™ x; S.

PROPOSITION 7.3.1. Il existe un isomorphisme canonique

(7.3.1) Ja X Spec(Ocyg.00) = T %, Spec(Ocyg 00)-

Démonstration. Dans un voisinage de oo, le fibré carg p s’identifie cano-
niquement au fibré trivial de fibre carq. Il s’ensuit que la section h, : Cg —
carg,p XS se restreint en une section

ha,0 : Spec(Ocyg 00) — cars® X, O0cy co-



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1677

Comme le morphisme x@ 1 1'% — car™®® est étale, il existe un unique morphisme
hap,0o qui releve ¢ et qui rend le diagramme ci-dessous commutatif :

haT,oo

%8 X O 00

G
X1
ha,oo \L

reg
car® X O0cg 00

Spec(Ocyg,00)

L’isomorphisme (3.2.1) de la section 3.2 induit I'isomorphisme suivant sur t*°&
T G G
((XG)*J >\treg ~ Ijeg = T X 5.
De cet isomorphisme et de ’égalité
Jo X Spec(Ocg 00) = hZ,ooJG = haT,OO(Xg)*JG’
on déduit I'isomorphisme cherché. [l

D’apres la descente formelle de Beauville-Laszlo (cf. [5], pour une référe
nce récente plus adaptée a notre situation cf. [19]), pour tout A € X, (7), il
existe un triplet (j, «, ), unique & un unique isomorphisme pres, formé d’un
Jg-torseur j sur C'g et d’isomorphismes J,-équivariants

' j\Spec(OcS,oo) — Ja Xc SpeC(OCS,oo)

et
B oy = Jaxc CF

de sorte que l'isomorphisme sur Spec(Fcy o) induit par g o a~ ! sur

Jo X Spec(Frg o0) = T X Spec(Frg o0)
A

(isomorphisme déduit de (7.3.1)) soit donné par la translation a gauche par w?_.

On déduit de cette construction un homomorphisme
Xi(T)a— T,

ou X.(T). le faisceau constant sur A de valeurs X, (7).

7.4. Retour sur des résultats de Ngo. Soit K une extension de k sépara-
blement close. Soit a = (hgq,t) € A(K) un point <géométrique>. Dans tout
ce paragraphe, 7 désigne un schéma en tores sur 'ouvert U, de Cx = C X
K (cf. 7.1). Un tel schéma en tores se prolonge en un schéma en groupes
lisse sur Ck a fibres connexes et tout tel prolongement s’envoie dans I'unique
prolongement maximal noté T et appelé le modele de Néron connexe de 7. On
introduit les notations suivantes : soit T, la fibre au point cox = 0o x; K
de 7. Soit

X*(T) = X*(TOOK) = HomK—gp(Gm,KyTooK)-
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Le groupe fondamental de U, pointé par oox est noté m1(U,, 0ok ) et agit sur
Xi(Toox )- On pose
A(T) = Xu (TOOK)ﬂl(UmOOK)’

ou l'indice m1(U,, 00k ) désigne le groupe des co-invariants sous 1 (U,, 00K ).
Soit B(T) le groupe des composantes connexes du champ de Picard des 7T-
torseurs. Soit A et B les foncteurs de la catégorie des schémas en tores sur U,
vers la catégorie des groupes abéliens définis par T — A(T) et T — B(T).
A laide d’une variante d'un résultat de Kottwitz (cf. [22, lemme 2.2]), Ngo a
montré que les foncteurs A et B sont isomorphes. Il est important pour nous
de préciser un tel isomorphisme. Pour cela, on utilise la variante suivante <a
la Ng6> du lemme de Kottwitz déja cité, ou I'on note X, le foncteur 7 >

Xu(Took)-
LEMME 7.4.1. Les morphismes canoniques
Hom(A, B) — Hom(X,, B)

et
Hom(X,, B) - Hom(X. (G v,), B(Gnu,)) = B(Gmu,)

sont des isomorphismes. Le groupe B(Gy, y,) est libre de rang 1 et tout élément
de Hom(A, B) dont l’image par le composé des deuz isomorphismes précédents
est un générateur de B(Gy, y,) est un isomorphisme.

Démonstration. Les propriétés fondamentales du foncteur B sont démon-
trées par Ngo (cf. [28]). Le reste n’est qu'une transposition de résultats de

Kottwitz (cf. [22, pp. 206, 207]). O

Définissons alors un morphisme de foncteurs de X, vers B. Pour tout
schéma en tores 7 sur U,, on définit ainsi un morphisme de X, (7o, ) dans
le champ des T-torseurs. Les notations étant celles du §7.3, pour tout A €
X.(Tooy ), on recolle le T-torseur trivial sur C5° avec le T-torseur trivial sur
Spec(Ocy ) & la Beauville-Laszlo avec la donnée de recollement w?, (le tore
T est en fait constant sur Ocy oo, isomorphe a X, (7o, ) ®z Gm,OcK,oo)- On
en déduit un morphisme

X, — B

en composant le morphisme précédent avec le morphisme canonique du champ
des T-torseurs dans son groupe de composantes connexes.

LEMME 7.4.2. Le morphisme de foncteur X, — B se factorise canonique-
ment selon le diagramme
X, ——A

N

9
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ot le morphisme horizontal est le morphisme canonique et le morphisme ver-
tical est un isomorphisme.

Démonstration. Le lemme 7.4.1 assure I'existence de la factorisation et il
s’agit de vérifier que le morphisme vertical est un isomorphisme; pour cela,
toujours d’apres le lemme 7.4.1, il suffit de voir que le foncteur X, — B
envoie le générateur canonique de X, (G 00, ) (donné par 'homomorphisme
identique) sur un générateur de B(G,,p,). Or lorsque T = G p,, on a T =
Gm,c et le morphisme degré du champ de Picard des 7~'—torseurs, qui n’est
autre que le champ de Picard des O¢,-modules localement libres de rang 1,
identifie son groupe des composantes connexes & Z. Le générateur canonique
de X, (75, ) définit, par le recollement expliqué ci-dessus, un G, ¢, -torseur
de degré 1 d’ou le lemme. ([

7.5.  Factorisation de Ngo. Soit Y le faisceau sur A image réciproque
par Papplication continue A — (W) du faisceau dont la fibre en W C W&
est X« (T)w, avec les morphismes de transition naturels. Ce faisceau est par
définition un quotient du faisceau constant X.(7)4. On a défini au §7.3 un
morphisme X, (T)4 — J. D’aprés Ngo, il existe un faisceau constructible
sur A qu'on note my(J) et dont la fibre en un point géométrique a de A
est le groupe my(J,) des composantes connexes de J, (cf. proposition 6.2 de
[28]). Par composition avec le morphisme canonique J — mo(J), on a obtient
un morphisme X, (7T)4 — 7(J). Ngd a montré la factorisation suivante (cf.
proposition 5.5.1 de [29]).

PROPOSITION 7.5.1. On a la factorisation suivante :

X(T)a y
L
mo(J),

ot la fleche horizontale est la fleche canonique et les deux autres fleches sont
des épimorphismes.

Démonstration. Pour la commodité du lecteur, on rappelle quelques points
de la démonstration de Ngo. Il suffit de prouver la factorisation fibre & fibre.
Soit un point géométrique a = (hq,t) € A(K), ou K est une extension de k
séparablement close. Soit 72 le champ des J%-torseurs sur C' x; K ot JQ est le
schéma en groupes connexes qui, fibre a fibre, est la composante connexe de la
section neutre de J,. Comme la fibre de J, en cog est connexe, le morphisme
X.(T) — Ja se factorise par un morphisme évident X, (T) — J2. D’aprés Ngo
(cf. [28, prop. 6.3]), le morphisme canonique J? — J, induit un morphisme
surjectif wo(JY) = mo(J,). Par ailleurs, le morphisme canonique J? — J, de
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JY dans le modele de Néron connexe .J, du schéma en tores Jiy, induit un
morphisme de J? dans le champ Ju des J,-torseurs sur C' xi K et, d’apres
Ngb (cf. [28, prop. 6.4]), un isomorphisme 7o (7,) = mo(J2).

Il suffit donc de prouver la factorisation cherchée pour le morphisme
X,(T) — m0(J,), cest-a-dire la factorisation par I'épimorphisme X, (T)w, —

m0(Ja) (ce sera méme un isomorphisme).
Avec les notations de la section 7.1, on a un diagramme commutatif

v,

Spec(K) Va© o tgng

T
g |2
reg

Uac—>h Catep

ou le carré est cartésien et ou 'on a noté par un indice K le changement de
base de k & K.

Soit (Z, z) un revétement connexe, étale et galoisien de U, pointé par un
point z : Spec(K) — Z au-dessus de co. On suppose, ainsi qu'il est loisible,
que pour chaque composante connexe de Vg, il existe un U,-morphisme sur-
jectif de Z sur celle-ci. La composition a droite avec z induit une bijection
de Homyy, (Z,V,) sur le fibre de 7y, au-dessus de co. On note a : Z — V,, le
morphisme correspondant a coy,. Avec les notations de section 5.2, on a

_ 7G
Ja = JD Xcatrce}gD’K Ua.

Or d’apres Iisomorphisme (3.2.1) de la section 3.2, on a 'isomorphisme suivant

G reg reg
']D Xcatréf;D,K tD,K ~T Xk tD,K

d’ou
G
Ja XU, Va = JD XcatggDK Va ~T Xk Va.
En utilisant le morphisme «, on obtient

(7.5.1) Ja XU, Z = (Ja X, Va) Xvpa Z =T x}, Z.

Pour tout ® € Auty, (Z2), il existe un unique élément wy € WE tel ao® = we-
(ou - désigne I'action de W& sur V). Soit 71(U,, o0) le groupe fondamental de
U, pointé par co. L’application ® — wg définit un morphisme de 1 (Us, 00)
dans W¢, dont I'image est précisément le sous-groupe W,. L’action évidente
de 71 (U,, 00) sur J, Xy, Z correspond, par I'isomorphisme (7.5.1), a action
diagonale de 71 (Uy, 00) sur T X Z, ou l'action sur le premier facteur est donné
par le morphisme dans W&. En particulier, on a I’identification

HomZ_gpe(GmZ, Ja XU, Z) = X*(T)
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qui est équivariante sous l'action de 71 (U,, 00) lorsque ce groupe agit sur X, (7)
via son morphisme dans W,. On en déduit les identifications

Xi(Ja)oo = Xu(T)
et
(7.5.2) (X (Ja)oo )y (Ua,00) = Xo(T)w,-

Notons que cette identification vaut aussi pour ja puisque J, >~ ja sur U,.
Ainsi, le morphisme X, (T) — mo(J,) s'identifie au morphisme X, (Jq)so —
m0(Ja) considéré & la section 7.4. Le lemme 7.4.2 et la ligne (7.5.2) impliquent
que ce morphisme se factorise par X, (T)w, et que le morphisme X, (T")w, —
70(J,) est un isomorphisme. Cela conclut la démonstration. (]

8. La s-décomposition

8.1. Dans [28, §8], Ngo a introduit une décomposition des faisceaux de
cohomologie perverse de la fibration de Hitchin sur la partie elliptique. Le but
de cette section est de généraliser & des ouverts non nécessairement elliptiques
la décomposition de Ngo.

8.2. La proposition suivante sera utile pour la suite.

PROPOSITION 8.2.1. Soit a € Ag et M € LE un sous-groupe de Levi. Les
deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1l.ae Ay ;

2. W, c WM,

Démonstration. Soit a = (hq,t) € Ag et k(a) le corps résiduel de a. Mon-

trons que l'assertion 2 implique la premiere. Avec les notations de la section 7.1,
on a un diagramme commutatif

Xy,

(8.2.1) Spec(k(a)) Va S - tS,gk(a)

T
X\ i”y‘l lXG,D
reg

S
Ua he CGD.ka)

ott le carré est cartésien. Soit V0 la composante connexe de V, qui contient
o0y, . Par définition de W,,, la restriction de 7y, & V0 fait de V2 un revétement
connexe, étale et galoisien de groupe W,. Comme l’inclusion i, est W-équiva-
riante, on obtient par quotient par W, un morphisme

U, — t$§k(a)//Wa
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au-dessus de catrGe:gka(a). Comme W, € WM, on peut composer ce morphisme

. . reg reg ) :
avec le morphisme canonique tD,k(a) / /Wy — cat M.D,(a) de sorte qu’on obtient
un morphisme h,,, qui s’inscrit dans le diagramme commutatif

ha

1
Ua( CatM,D,k(a)

C X ]f(a)CT> CatG D k(a) -

ay Sétend a C' xi k(a). On
vérifie que (hg,,,t) appartient & Ay et a pour image a dans Ag.
La réciproque résulte du lemme suivant. O

Par propreté du morphisme Xg, p» le morphisme h

LEMME 8.2.2. Soit ay; € Ay et a € Ag son image par limmersion
fermée Ay — Ag de (4.4.1). Soit W,,, le sous-groupe de WM défini a la
section 7.2 relativement au groupe M. On a

Wan = Wa.

Démonstration. Soit apr = (ha,,,t) € An et a = (hq,t) son image dans
A¢g. On adopte les notations de la démonstration de la proposition 8.2.1 mais
relativement au groupe M. On a donc un diagramme analogue a (8.2.1)

OOYaM

Spec(k(anr)) Var € Dk ans)

\ i lxﬂ,p

reg
Uay,s C—>haM CAGD k(an)?

ou l'exposant reg signifie G-régulier (conformément aux conventions du §2.7).
On a d’ailleurs U, = U,,, et une immersion a la fois ouverte et fermée V,,, —
Vi, qui est WM_équivariante et qui envoie Xy,,, sur ooy,. En particulier, la
composante connexe de ooy, dans V, est égale a 'image de celle de ooy, —dans
Vay- St w € WE vérifie wVy,, N V,,, # 0, on a nécessairement w € WH. 11
s’ensuit qu’on a W, C WM. Le résultat est alors clair. O

8.3. On a défini respectivement aux propositions 6.4.1 et 7.5.1 un mor-
phisme deg : J — X, qui se factorise évidemment en un morphisme

deg : mo(J) — X,

et un morphisme Y — 7y(J). En composant ces deux morphismes, on obtient
Y — X et en composant encore avec le morphisme X,(7')4 — ), on obtient
un morphisme X, (T)4 — X. Soit V! et X, (T)Y les faisceaux constructibles



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1683

sur A définis respectivement par
V! =Ker(Y = X)

et
X.(T)Y = Ker(X.(T) 4 — X).

Soit mo(J 1) le faisceau des composantes connexes de J L. ¢’est un sous-faisceau
de mp(J) dont la fibre en un point géométrique a est le sous-groupe de m(Js)
formé des composantes de degré 0 (ou le degré est le morphisme ci-dessus). Le
morphisme X,(T)4 — J se restreint alors en un morphisme X, (7)Y — 7!
qui, par la proposition 7.5.1, s’inscrit dans le diagramme commutatif

(8.3.1) X.(T)Y N
’]To(jl),

ott les deux fleches de but m(J?!) sont des épimorphismes.

PROPOSITION 8.3.1. Soit a € A‘j\l/} avec M € LC et d € Ag une
spécialisation de a. Soit L € LE défini par la condition a' € Ai“.

1. Les faisceaur X, (T)}4 et Y ont respectivement pour fibre en a le groupe
X«(T N Myer) et le groupe image du morphisme canonique

X*(Tﬁ Mder)Wa — X*(T)Wa )

2.ona L CMetWy CWy;
3. les fleches de spécialisation (X (T)Y)a — (Xu(T)Y)a et VL, — V! sont
respectivement données par les morphismes canoniques
X (T N Laer) = Xo(T'N Maer)
et
Im(X. (T N Laer)w,, = Xe(Tw,,) = Im(Xu(T N Myer)w, = Xe(T)w,) ;

4. les fibres du faisceau Y' sont finies;

5. les fibres du faisceau mo(J ") sont finies.

Démonstration. Montrons I'assertion 1. D’apres le lemme 8.3.2 qui suit, la
fibre en a € A§} de X,(T)Y est le noyau du morphisme canonique X.(7) —
X«(M) : c’est donc bien X, (T N Mger). On sait par la proposition 7.5.1 que
cette fleche se factorise par X.(7")w, qui est la fibre en a de ). La fibre en a
est donc le noyau de la fleche X, (T)w, — X, (M) (qui est bien définie puisque
W, ¢ WM d’aprés la proposition 8.2.1). Mais ce noyau est aussi 'image du
morphisme X, (T'N Maer)w, = X«(T)w,-
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L’assertion 2 résulte de la continuité des applications Ag — (L) et Ag —
(WE) (cf. lemme 6.2.1 et proposition 7.2.1).

On laisse 'assertion 3 au lecteur. L’assertion 4 résulte du lemme 8.3.3 qui
suit. L’assertion 5 est une conséquence de I'assertion 4 vu qu’on dispose d'un
épimorphisme V' — m(J1). O

LEMME 8.3.2. Soit M € LY. Le morphisme X.(T)4 — X a pour fibre
en a € .A?&} le morphisme canonique

X.(T) = X.(M).

Démonstration. Soit a € AS} et K son corps résiduel. Soit hg,, le mor-
phisme de Cx dans carpy,p qui se déduit de a. On reprend les notations de la
section 7.3. Soit A € X, (T) et jy le Jy-torseur sur Cx = C Xj K obtenu a
I'aide du recollement par @, € T(Ocy.00) =~ Ja(Ocy 00) (cf. Visomorphisme
de la proposition 7.3.1) qui définit le morphisme X, (T) — J,. Le degré du
Jo-torseur jy est 'application qui, & p € X*(M), associe le degré du G, ¢ -
torseur p(jy) obtenu lorsqu’on pousse j) par le morphisme composé

(832) Jog — X*(M) ®z Gm,CK L> Gm,Cka

ou 'on obtient la premiere fleche est obtenue en tirant en arriere par hy,, le
morphisme

(X]\G/[,D)*Jg — X*(M) Xz Gm,CGtM,D
défini en (5.1.2) et déduit de la proposition 3.3.1. Le degré de jy est donc la
valuation de I'image de w?, par le morphisme composé (8.3.2).

En fait, sur Spec(Ocy o), la section hy,, est a valeurs régulieres et se
factorise par une section canonique notée hq; o de t)5° (cf. la démonstration de
la proposition 7.3.1). L’isomorphisme J, X Spec(Ocy.00) = T X, Spec(Ocy 00)
s’obtient alors par image réciproque par hg, o de I'isomorphisme

((Xg)*JG)“reg ~ X,(T) ®z Gy pres.
Comme on peut le voir sur les définitions, le morphisme
X, (T) 7z Gm,tfeg = ((Xg)*JG) - X*(M) 0 Gm,th

qu’on obtient en tirant en arriére par X%[ le morphisme de la proposition 3.3.1
se déduit du morphisme canonique X, (7)) — X, (M). Par conséquent, on a

deg(n(ir)) = p(N)
(Paccouplement est celui entre caracteres et cocaracteres de T') et le degré de
1(jx) est bien I'image de A par la projection X, (T') — X.(M). O
LEMME 8.3.3. Pour tout M € LY et tout a€ AS} le groupe X.(TNMgaer)w,
est fini. En particulier, l’image du morphisme
X*(T N Mder)Wa — X*(T)Wa

treg

est finie.
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Démonstration. Nous allons d’abord prouver que le groupe X, (TﬂMder)Wa
des invariants sous W, est trivial. Soit A un élément de ce groupe qu’on voit
comme un morphisme de G, dans M. Soit L le sous-groupe de Levi dans
LM qui est le centralisateur du tore image. On a donc W, C W et par
la proposition 8.2.1 on a a € Ar. Comme a est elliptique dans M, il vient
M = L. Donc A est central dans Mye; ce qui n’est possible que si A = 0 ce qu’il
fallait démontrer.

Comme X, (T N Mgey) est de type fini, la finitude de X,.(T'N Mger)w, est
équivalente a la nullité de X.(7T'N Myer)w, @z Q. Or la moyenne sur W, induit
un isomorphisme de ce Q-espace vectoriel sur X, (7T'N Mder)Wa ®z Q dont on a
prouvé la nullité. Cela conclut la démonstration. O

8.4. L’ouwvert Uys. Soit M € L et Uy C A Pouvert défini par
U= J A
LeLG (M)
C’est encore le complémentaire du fermé
U A
LeLC—£G (M)

L’ouvert Uq n’est autre que 'ouvert elliptique AeG“. On définit la partie M-para-
bolique de M¢ notée M&M=P par le changement de base

MEMPar — AE s Ung
Soit
f{,M—par . M&,M—par _>Z/{M

la restriction du morphisme de Hitchin f¢ & M&M-Par Torsque M = G, on
remplace <G-pars par <ell>.

Soit I'(Ur, -) le foncteur des sections sur Uyy.

LEMME 8.4.1. La restriction de Y' a Uy est un quotient du faisceau
constant de valeur X, (TN Mqe). En particulier, on dispose d’homomorphismes

de groupes
X (T N Myey) — T(Uns, V")
et
(8.4.1) Xo(T N Maer) — T(Unr, mo(T1)).

Démonstration. La premiere assertion résulte de la description de ' don-
ne a la proposition 8.3.1. Le reste s’en déduit. U

8.5. la s-décomposition. Avec les notations de section 2.5, on note T le

o~

tore complexe de réseau de caractere X*(7T') = X, (T'). Dans toute la suite, on
confond toujours dans les notations les groupes algébriques sur C avec leurs
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groupes de points a valeurs dans C. Soit Z%/[ le centre connexe du dual de

Langlands M de M. C’est encore la composante neutre du sous-groupe de T’
défini comme l'intersection des noyaux des caractéres a¥ ot a parcourt les
coracines de T' dans M. Notons qu’on a

T/Z% = Homy(X.(T N Mger), C).

Soit (T / Z]%})tors le sous-groupe des points de torsion de T / Z][\)/i. Soit Q la cloture
algébrique de Q dans C. On fixe un plongement de Q dans Q,. On a alors les
inclusions naturelles

(T/2% )1ors C Homz(Xo(T' N Maer), Q") € Homy (Xo(T' N Myer), @y )-

L’action du champ de Picard J L sur M¢ au-dessus de A induit une action
de J' sur M&EM—par q_dessus de Uy, donc une action sur chaque faisceau de
cohomologie perverse PH!(Rf&MP¥Q,) de Rf™MPQ,. Par le lemme d’homo-
topie (cf. [27, lemme 3.2.3]), cette action se factorise en une action du faisceau
mo(J1) sur PHI(RFEMPQ,).

THEOREME 8.5.1. Pour tous s € (f/Z%Z)tors et i € Z, soit

PHIRFEMPQ)s
la somme des composantes s'-isotypiques du groupe commutatif fini
T(Unt, m0(T))
agissant sur le faisceau de cohomologie perverse pHi(Rff’M'par@g) pour les

caractéres ' € Homg(DUnr, mo(TY)),Q,) qui induisent le caractére s sur
X«(T N Myer) via le morphisme (8.4.1).
On a alors les assertions suivantes :

1. si L est un élément de LE(M) et si a est un point géométrique de
A tel que la fibre pHi(Rff’M'par@g)a,s soit non nulle alors il existe
un relévement § de s o TVe.

2. il n’y a qu’un nombre fini de s pour lesquels
PHI(RfEMPIQy)s # 0 ;
3. on a la décomposition suivante :

(8.5.1) PHIREMPYQ) = @ PHI(REMPEQ),.

sE (f/Z%})tors

Remarque 8.5.2. Lorsque M = T, on a Zﬂ =T et la décomposition
(8.5.1) est tautologique. Lorsque M = G, le théoréme ci-dessus est dit & Ngo.
Démonstration. Comme I'(Uys, mo(J')) est un groupe commutatif fini (cf.
proposition 8.3.1, assertion 5) qui agit sur PR (RfSMP*Q,), on a une décom-



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1687

position de la cohomologie en somme directe de composantes isotypiques in-
dexées par les caractéres de I'(Uys, mo(J1)) & valeurs dans Q. Un tel caractere
induit un caractere d’ordre fini de X, (7' N Mger) par le morphisme (8.4.1) du
lemme 8.4.1 donc un élément de (f/Z](/\)/[\)tors. La décomposition (8.5.1) s’en
déduit ainsi que la finitude de I'assertion 2.

Soit L € £L%(M) et a un point géométrique de A$". On a donc W, ¢ Wt
en vertu de la proposition 8.2.1. Le groupe I'(Uns, mo(J?1)) agit sur la fibre
pHi(ng’M'par@g)a,s via le morphisme de restriction T' (U, m0(T 1)) — 7o (T}).
Soit s” un caracteére du groupe fini 7(7}') tel que PH* (R ff’M'par@g)w possede
une composante s’-isotypique non nulle. Alors, par définition de la s-partie, le
caractére s’ composé avec le morphisme X, (T N Mye) — mo(J,}) redonne s.
Or ce dernier morphisme se factorise par Y} (cf. le diagramme commutatif
(8.3.1)). Mais on a (cf. la proposition 8.3.1 et sa démonstration)

VY =Im(X. (T N Laer)w, = Xu(Tw,) = Ker(Xu(T)w, — Xu(L)).
Le morphisme X, (T N Mye;) — Y} est dual du morphisme
TVe /79 - T)23,.

Le caractere s’ de mo(J,)}) induit un caractere de Y} noté § qui est un élément
de TWa /Z9 dont I'image dans T//Z%, est s. L’assertion 1 s’en déduit. O

COROLLAIRE 8.5.3. Soit s € (f/Z]%)tors et j: AeGH — Ag. On a alors la
décomposition suivante :

FOH(RFEEMPNQ)s) = DPH (R Q)

Sl

ot la somme est prise sur les s’ € (T/Z%)tors dtmage s par Uapplication ca-
nonique

7 /70 7 /70

Démonstration. Sur I'ouvert A, le groupe I'(Uys, mo(J')) agit sur
7 CH (RFEMPQy))

via le morphisme de restriction T'(Uys, m0(T 1)) — T(AM, 7(T1)). Le corollaire
est alors une conséquence évidente du diagramme commutatif

X* (T N Mder) X* (T N Gder)

! |

P(Un,mo(T1)) —= T (AN, mo(T1))

qui résulte du lemme 8.4.1. U
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9. L’ouvert Agon

9.1. L’énoncé principal. Dans cette section, on reprend les notations des
sections précédentes. En particulier, C' est un courbe projective, lisse et connexe
sur k de genre g munie d’'un diviseur effectif de degré > 2g et d’'un point
fermé oo hors du support de D. Le couple (G,T) est formé d’un groupe G
réductif et connexe sur k et d’un sous-tore 1" maximal. Le groupe de Weyl
W& est noté simplement W dans cette section. On rappelle également que la
caractéristique de k ne divise pas l'ordre de W&. Soit Ag le k-schéma lisse
défini & la section 4.4. A la suite de Ngo, on va définir une fonction semi-
continue supérieurement sur Ag qui sera notée 0 (cf. §9.15). En a € Ag(k),
cette fonction vaut

0q = dimg (H*(C, (t @k 7y, 1 (PaxOx, /Ov,))")),

oumy @ Y — C est le revétement caméral de C associé a a (cf. §7.1) et
o © Xo — Y, est le morphisme de normalisation. On pose alors la définition
suivante.

Définition 9.1.1. Soit Agon C Ag le plus grand ouvert de Ag tel que,
pour tout point de Zariski a € Alc’;on, on ait I'inégalité suivante :

codim 4, (a) = 6.

Remarque 9.1.2. Comme ¢ est semi-continue, la condition d, = ¢ définit
une partie localement fermée As; de Ag. Par noethérianité de Ag, il n’y a
qu'un nombre fini de § pour lesquels As n’est pas vide. L'ouvert AZ™ est le
complémentaire des composantes irréductibles Aj§ des strates As qui vérifient

codim 4, (Aj) < 6.

A priori, Abon peut étre vide. Si le corps de base est de caractéristique
nulle, Ngé a montré qu’on a en fait A" = Ag. Pour notre corps de base
k, le théoréme 9.1.3 (et la remarque qui suit) montre que l'ouvert A" est
assez gros. Avant d’énoncer ce théoréme on va introduire certains diviseurs.
Soit M un groupe réductif muni d’un plongement de T, qui est dual d’'un
sous-groupe de G qui contient T. Dans ce contexte, on a défini a la section 2.7
le discriminant DM sur cary,. Celui-ci détermine un diviseur de caty, qui est
Gy, k-invariant. On en déduit un diviseur DM de carpr,p. Soit B € P(T) un
sous-groupe de Borel de G. Toujours au §2.7, on a défini une fonction homogéne
R sur catyys. Soit i)‘iB le diviseur sur carys,p qui s’en déduit. Comme REB v e
dépend du choix de B qu’a un signe pres, le diviseur 9‘{ ne dépend pas du
choix de B. Pour cette raison, on le note 9%]\%
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THEOREME 9.1.3. Soit M un groupe réductif sur k dual d’un sous-groupe
de G qui contient T et Soit a = (hg,t) € Ap(k) tel qu’il existe un ensemble
fini S de points fermés de C' tels que

1. la courbe ho(C) tracée dans carys p vérifie pour tout ¢ € C — S lune des
trois hypotheéses suivantes :

(a) ha(c) n'appartient pas au diviseur R§, U DM ;

(b) au point hy(c), la courbe hy(C) ne coupe pas R§; et coupe trans-
versalement le diviseur D™ qui est lisse au point hq(c);

(¢) au point hy(c), la courbe hq(C) ne coupe pas DM et coupe trans-
versalement le diviseur i)ﬁi% qui est lisse au point hq(c);

2. pour tout ¢ dans S, la multiplicité d’intersection de hq(C) avec le divi-
seur ©F est magjorée strictement par

2|81 W[~ (deg(D) — 29 + 2).
Alors limage de a dans Ag appartient a l’ouvert .A%O“.

Remarque 9.1.4. Soit a = (hg,t) € Ag(k) tel que h,(C) coupe trans-
versalement le diviseur . Alors a = (h,,t) appartient & I'ouvert A%‘m. En

particulier, Agon n’est pas vide.

Le reste de la section est consacrée a la démonstration de ce théoreme.
9.2. Le probléeme de modules Bg. Inspirés par la courbe camérale de
Donagi-Gaitsgory (cf. [12]), nous allons considérer le probleme de modules B¢

suivant. A un k-schéma S on associe ’ensemble des classes d’isomorphie de
diagrammes commutatifs

X fDXkS
CXkS,

ou X est une courbe projective et lisse sur S, a fibres géométriques non
nécessairement connexes, munie d’une action de W, w est un morphisme fini,
W-invariant et plat, et f est un morphisme fini et W-équivariant. En outre, ces
données satisfont la condition suivante : le morphisme 7 est étale et galoisien
de groupe de Galois W au-dessus de co X S et le morphisme f restreint a
71 (00 x}, S) est injectif.

On laisse au lecteur le soin de vérifier ’énoncé de représentabilité suivant.

LEMME 9.2.1. Le probléme de modules Bg est représentable par un k-
espace algébrique de type fini.
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9.3. Le schéma Ag. Soit Ag le schéma lisse tel que pour tout k-schéma
S l’ensemble Ag(S) est 'ensemble des sections a de carp xS au-dessus de
C xS qui envoie le S-point co X S dans I'ouvert G-régulier car’58. On a la
formule suivante pour la dimension de Ag (cf. [29, lemme 4.13.1)) :

(9.3.1) dimg(Ag) = deg(D)(dim(G) + rang(G))/2 + rang(G)(1 — g).

LEMME 9.3.1. Soit S un k-schéma et (X, 7, f) € Ba(S5).

1. La formation du schéma quotient X//W commute a tout changement
de base 8" — S.

2. Le morphisme X//W — C xy, S induit par 7 est un isomorphisme.

3. Le morphisme f définit par passage au quotient par W un élément ay €
Ag(S); UVapplication f — ay définit un morphisme noté ¢ de Bg dans
Ag.

Démonstration. Soit S’ — S. Comme l'ordre de W est inversible dans k,
pour toute S’-algébre munie d’une action de W au-dessus de S, le foncteur des
W-invariants est donné par la moyenne sur W qui est S’-linéaire. L’assertion 1
s’en déduit.

Traitons ensuite 'assertion 2. Le O¢«, s-module 7, (Ox) est plat et de type
fini, il est donc localement libre. Comme ’ordre de W est inversible dans k, le
Ocx,s-module £ = m,(Ox )" est un facteur direct de m.(Ox). Par conséquent,
L est aussi un Ocx, s-module localement libre. Comme le morphisme 7 est
étale galoisien, de groupe de Galois W, au dessus de co X S, la section unité

est un isomorphisme au voisinage de oo X3, S. En particulier, £ est un O¢x, s-
module inversible. Décomposons 'identité de £ en

L= LR0cy, s L= L,

ou la premiere fleche est e®1 et la seconde est le produit de I'algebre £. Comme

L est inversible, il en est de méme de £ ROcx, s L et les deux fleches ci-dessus

sont nécessairement des isomorphismes. Il s’ensuit que € est un isomorphisme
et 'assertion 2 est démontrée.

L’assertion 2 implique que f définit par passage au quotient un élément

ay € Ag(S). On obtient bien un morphisme par ’assertion 1 d’ot1 I’assertion 3.

O

9.4. L’invariant § et les strates Ag 5. Soit S un k-schéma et (X, 7, f) €
Ba(.S5). Par lassertion 3 du lemme 9.3.1, on en déduit une section a de carp xS.
La plupart du temps on sous-entendra a et on notera simplement 7w : Y —
C xS le revétement caméral 7, : Y, — C X S de la section 7.1 (on ne
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confondra pas avec le revétement caméral universel noté Y du §7.1). On a
donc un diagramme commutatif

f

/—\
(9.4.1) X Y tp x5 S

Nl Tk

C xS —% carp x5S

~ b

CXkS

de carré cartésien, ou

— p est le morphisme de normalisation de la courbe camérale Y ;

— p est la projection canonique;

— tarp = carg . p,

— x est le morphisme Xg, p de la section 7.1.

Ce diagramme est obtenu par le changement de base S — Bg associé a
(X, m, f) a partir du digramme universel

fx

/\
(9.4.2) X Y tp x;, Ba

Px fy
b
Tx

C Xk BG — arp XkBG

\lp

C xi Bg,

ou X la courbe universelle au-dessus de B et ) est la courbe camérale uni-
verselle au-dessus de ¢ X, Be.

LEMME 9.4.1. Le morphisme v : Bg — Ag (défini au lemme 9.3.1,
assertion 3) induit une application bijective sur les espaces topologiques sous-
jacents.

Démonstration. Montrons d’abord que I'application induite sur les espaces
topologiques sous-jacents est surjective sur les points fermés. Soit a un tel
point fermé. Son corps résiduel est le corps algébriquement clos k. En parti-
culier, a s’identifie a une section de carp au-dessus de C. Soit Y la courbe
camérale associée. Il résulte du fait que a est génériquement réguliere que Y
est géométriquement réduite. Soit X la normalisée de Y. On sait alors que X
est lisse (cf. [17, prop. 17.15.14]). Selon le diagramme (9.4.1), on obtient un
triplet (X, m, f) qui est un k-point de B d’image a. Cela prouve que tous les
points fermés de a sont atteints par le morphisme Bg — Ag.
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Soit @ un point de ’espace topologique sous-jacent a Ag non fermé. Soit a
son adhérence. Il s’agit de voir que a appartient a ¥ (x»~1(a)). Par le théoreme
de Chevalley, il s’agit d’un ensemble constructible. Par [15, chap. 0, prop. 9.2.3],
on a lalternative suivante sur a N (=1 (a)) :

— soit cette partie contient un ouvert non vide de a et donc a;

— soit cette partie est rare dans a.

Il s’agit d’exclure la seconde possibilité. Celle-ci signifie que ’adhérence de
Y(1p~1(a)) dans @ est d’intérieur vide. En particulier, 'adhérence de (1) ~1(a))
dans a est strictement plus petite que a. Il existe donc un point fermé de a qui
n’est pas dans 'adhérence de (1 ~1(@)). Mais cela n’est pas possible puisque,
comme on I'a vu, un tel point est toujours dans ¥ (»~!(@)). On a donc écarté
cette seconde possibilité et ainsi terminé la démonstration de la surjectivité.

L’injectivité est évidente puisque tout triplet (X, , f) de Bg d’image a €
A est obtenu, apres extension convenable des scalaires, par normalisation de
la courbe camérale associée a a. O

Soit pg : C' X Bg — B¢ la projection sur le second facteur. Par définition
de Bg, le Op,-module
P27y (px «Ox /Oy)

est localement libre. Comme la caractéristique de k ne divise pas 'ordre de W,
il en est de méme du Op,-module

(9.4.3) (t @k P27y « (P O /Oy))™.

Définition 9.4.2. Soit § : B¢ — N la fonction localement constante sur
B¢ donnée par le rang du Op-module localement libre (9.4.3).

Soit § : A¢ — N la fonction constructible sur Ag définie pour tout a € Ag
par

6(a) = 4(b),
ou b € B¢ est 'unique point tel que 1(b) = a.

Remarques 9.4.3. L’existence et 'unicité de b a été démontrée au lemme
9.4.1. La constructibilité de § sur Ag résulte du théoréeme de Chevalley.

Soit K est une extension de k et (X, 7, f) € Bg(K). Alors, avec les nota-
tions du diagramme (9.4.1) pour S = Spec(K), on a

(S(X,Tr,f) = ch(Xvﬂ-vf)v

ou la somme est prise sur tous les points fermés ¢ de C x, K et I'invariant local
0. est la longueur suivante :

5.(X, 7, f) = long((t @5 7y (0 Ox /Oy ).
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Cet invariant est nul en un point ¢ tel que Y est lisse en tout point y € Y
au-dessus de ¢. On a également la formule suivante :

5(X,7T, f) = dimK(HO(C X K, (’t Rk 7Ty7*(p*OX/Oy))W)>.

PROPOSITION 9.4.4. La fonction § sur Ag est semi-continue supérieure-
ment.

Démonstration. Comme la fonction ¢ est constructible, il suffit de montrer
que pour tout morphisme d’un trait S dans Ag, on a d(n) < I(s) ou s et
n sont les points fermé et générique de S. Un tel morphisme de S dans Ag
s’interprete comme une section de carp g au-dessus de C' x,.S. Soit Y la courbe
camérale relative sur S qui s’en déduit. Soit X la normalisée de Y. On est
donc dans la situation du diagramme (9.4.1) dont on utilise les notations.
La fibre générique de Y est génériquement réduite. Quitte a remplacer 7 par
une extension radicielle et S par son normalisé dans cette extension, on peut
supposer que la fibre générique X,, de X est lisse (cf. [17, prop. 17.15.14]). Le
triplet (X, m,, fy) déduit de (X,n, f) par changement de base a 1 définit un
point de B¢, a valeurs dans le corps résiduel k(n) de 7, au-dessus de a(n). On
a donc

Comme le Og-module t ®; H(C, Ty, (p«Ox/Oy)) est plat, le Og-module

(t@r HO(C, my 4 (pOx /Ov))",
qui en est un facteur direct, est aussi plat. Il s’ensuit qu’on a aussi
§(n) = dimy(y) (¢ @) HO(Cs, 7y, «(ps.xO0x,/Ov.)))),

ou 'on note par un indice s le changement de base a s et k(s) le corps résiduel
de s. De nouveau, quitte a remplacer k(s) par une extension radicielle, on peut
supposer que la normalisée, notée X, de Y est lisse. Soit ps le morphisme
X, — Y, de normalisation. On a alors

8(s) = dimy(s) ((t @k H(Cs, 7y, (s+O05, /Oy )™ ).

Comme on a p;+Ox s C ps <O , on en déduit 'inégalité cherchée §(n) <d(s).
O

Pour terminer ce paragraphe, introduisons la définition suivante.

Définition 9.4.5. Pour tout entier naturel d, soit Ag s la partie localement
fermée formée des a € Ag tels que 6(a) = 0.

Remarques 9.4.6. D’apres la proposition 9.4.4, la réunion | Js>5 Ag,s est
fermée. L'ouvert Ago contient en particulier I'ouvert des a pour lesquels la
courbe camérale Y, est lisse.
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Dans la suite, sous certaines conditions, nous allons majorer la dimension
des strates Ag 5.

9.5. Complexe cotangent pour un point de Bg (k). Soit (X, 7, f) un point
de Bg(k). La théorie des déformations en ce point pour B¢ est controlée par
le complexe

RHomo (Lx /i, ox)V,
ol le complexe cotangent Ly, est ici un complexe parfait de longueur 1
concentré en degrés —1 et 0,

Lx, = [f" Qi — Q_%(/k] = [ Q0 — Q_IX/C]

dont la fleche est df. Ce complexe a deux faisceaux de cohomologie, a savoir

H ™ (Lxp,,) = Ker(f*Q, 0 = Qx/c)
qui est un fibré vectoriel sur X de rang le rang du groupe G et
H(Lx ) = Coker(f* Q10 = Q/0) = Uy
qui est un un Ox-module de torsion sur X.
9.6. Complexe cotangent pour un point de Ag(k). De maniére analogue,

la théorie des déformations de Ag en un point a € Ag(k) est controlée par le
complexe

RHomo, (Ly,, Oy)",

ou Y =Y, est la courbe camérale et

Ly, = [fi*/QtlD/k — Q%//k] = [fi*/QtlD/c — Q%//C]

est un complexe parfait concentré en degrés —1 et 0, la fleche étant donnée par
dfy. Ce complexe est quasi-isomorphe & H ™' (Lyq,, )[1].

LEMME 9.6.1. On a

Hil(LY/tD) = fi*/X*antD/C = W;a*ggatD/C'

Démonstration. Le morphisme y induit la suite exacte

1

tp/carp > 0.

(9.6.1) 0— X*antD/C — QtlD/C —

Montrons 'exactitude a gauche, la seule non évidente. Comme y est généri-
quement étale, la suite est génériquement exacte a gauche. Puisque catp est
lisse sur C, le O,-module X*antD Jc est localement libre et ne peut contenir
un module de torsion nontrivial.

Comme 7y est obtenu a partir de x par le changement de base donné par

a:C — carp, on a any = xfy et

(9.6.2) Q%,/C = f;Q}D/catD.
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Par suite, en appliquant le foncteur fy & la suite (9.6.1), on obtient la suite
exacte

(9.6.3) 0 — X Uaepyc — Sy Qpjo — Qe — 0,

ou l'exactitude a gauche se voit comme avant, d’ou le lemme. O

LEMME 9.6.2. Soita € Ag(k) et Y =Y.

1. Il n’y a pas d’obstruction a déformerY — tp et Ag est lisse au point a
autrement dit on a

Extd,, (Ly /iy, Oy)" =0 ;
2. L’espace tangent a Ag en le point a est l’espace
Eth (LY/tD ) OY)W

qui est de dimension dim(Ag).

Démonstration. Soit i € {0,1}. Comme H~*(Ly,) est localement libre,
on a

Ext"™ Ly, Oy) = Ext'(H ™' (Ly ), Oy)
= H'(Y, Homoy, (H™ ' (Ly,), Ov)).
D’apres le lemme 9.6.1, on a
Homo, (H_l(Ly/{D), Oy) = my Homo,, (a*Q}atD /0 0c).

Soit n le rang de G. 1l existe n éléments homogenes (¢4, ..., t,) de k[t] de degrés
e1,...,en tels que k[W = k[ty, ... t,] et 2527 1 e; = dim(G) +n (cf. propriété
33 du résumé de [9]). En utilisant ces éléments, on obtient une identification

n
* 1 ~J
a QcatD /C — @ OC(_eiD)
i=1
donc un isomorphisme

Hom(Ly/tD, Oy) = 7Tik/ @ Oc(eiD).
i=1

Ainsi, on a
. . n . n
Ext™*!(Ly,,,Oy) = H'(Y, 7y @ Oc(e;D)) = H(C, my .y @ Oc(e:D)).
i=1 =1
Par la formule des projections, on a

ﬂ'y,*ﬂ';} @ Oc(e;D) = Ty« Oy @04 @ Oc(e;D).

i=1 i=1
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En passant aux invariants sous W, on trouve

Ext'™!(Ly ., Oy)"V = H'(C, (my,.Oy)" ®0, P Oc(eiD))
i=1

— H(C, @ Oc(e:D))
=1

puisque (7y«Oy)" = O¢. Le résultat se déduit du théoreme de Riemann-

Roch. O

9.7. Invariant k. Considérons la situation universelle du diagramme com-
mutatif (9.4.2). Soit Ly, xg, le complexe cotangent de & relatif & tp x Bg.
Soit

K = p2s(ma s (H (L sty xBg) ®0 Q}Y/CXIBG))W
qu’on voit comme un Op,-module cohérent sur B (cf. [20, cor. 2.3.11]).

Définition 9.7.1. Soit  : Bg — N la fonction semi-continue supérieurement
définie pour tout b € Bg par

K(b) = dimyp) (K ®0,,, (b)),

ou k(b) est le corps résiduel de b.
Soit x : Ag — N la fonction constructible définie par

r(a) = k(b),
ou b est 'unique point de By d’image a par la bijection ¥ du lemme 9.4.1.

Remarques 9.7.2. La semi-continuité de x sur By est une conséquence
évidente du lemme de Nakayama. La constructibilité de x sur Ag résulte du
théoreme de Chevalley. En général, la fonction x n’est pas semi-continue sur
Ag. On peut montrer cependant qu’elle est semi-continue sur les strates Ag s
de la définition 9.4.5.

Soit (X, 7, f) € Bg(k). Pour tout point fermé ¢ de C, soit
(9.7.1) ke(X,m, f) = long(m (K™ (Lxy,) ®ox Lxse)e )-

Remarque 9.7.3. Pour tout Ox-module £, on note, par abus, m.(£)" ce

qui devrait étre plus correctement noté (m.£)".
On a alors
(9.7.2) R(Xm ) = 3 k(X7 f).

ceC
Cette somme est bien entendu a support fini. Plus précisément, on a la propo-
sition suivante.

PRrROPOSITION 9.7.4. Pour tout point fermé c de C ot l'une des deux
conditions suivantes est réalisée :
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— X est étale au-dessus de c;

- Y est lisse au-dessus de c,
on a ke(X,m, f)=0.

Démonstration. Soit x un point fermé de X tel que 7 est étale en . On a
donc

1
QX/C,:E =0
et ke(X, 7, f) = 0 pour tout point fermé ¢ de C' tel que 7 est étale au-dessus
de c.

Plagons-nous ensuite en un point ¢ au-dessus duquel Y est lisse. Dans ce
cas, localement au-dessus de cona X =Y, 7 =7y et H 1(Ly) = H 1 (Lyx).
En utilisant le lemme 9.6.1, on a donc, localement au-dessus de ¢

H_l(LX/tD) = 7T*a*chatD /C*
La formule des projections donne alors
-1 1 4% 1 1 w
(me(H (LX/tD) ®ox QX/C))C = (a’*chtD /¢ ®oc (W*(QX/C)) )e
qui est nul puisque
(9.7.3) (%0 = 0.

Wzﬂl

En effet, ce dernier module est le quotient de . (2} /k)) CJk (cf. Dasser-

tion 2 du lemme 9.11.1) par
T (1" Qey)" = Qb ®oc T(0x)" = Aty
puisque 7.(Ox)V = O¢. O

9.8. Lissité de Bg. Voici une condition, en termes de la fonction &, suffi-
sante pour qu'un point de B¢ (k) soit lisse.

ProPOSITION 9.8.1. Soit (X, 7, f) € Bg(k) tel que
deg(D) > 29 — 2+ r(X, 7, f).
Alors on a
Ext), (Lx/tps ox)" =(0)
et Bg est donc lisse en un tel point.

Démonstration. On a
Extd (Lx /iy, Ox) = Exty (H ™ (Lxi,), Ox).

Par dualité de Serre, ce k-espace vectoriel est dual de H(X, H ' (Lx /{D) R0y
Qﬁ( /k)' En passant au module des invariants sous W (qui est isomorphe au
module des co-invariants vu que l'ordre de W est inversible dans k), on voit
que 'annulation cherchée est équivalente a

HY (X, H  (Lxpy,) ®ox )" =0



1698 PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

soit encore
(9.8.1) HY(C, FL(Qx ) = 0,

ou Fp, est le foncteur exact de la catégorie des Ox-modules vers celles des
Oc¢-modules défini par

FL(L) = m(H ™ (L) D0y )
Appliquons le foncteur Fp, a la suite exacte de Ox-modules
(9.8.2) 0 — 7" — Uy — e — 0.
On obtient la suite exacte de Oc-modules
0 — FL(r* Q4 ) — Fr(Q% ) — FL(Qx/0) — 0.

Le module F7, (Q}qc) est de torsion et sa longueur est x(X, 7, f) par définition
méme de cet invariant. I existe donc un diviseur effectif K sur C, de degré
majoré par k(X,, f) tel que

FL(W*QIO/k) - FL(Qﬁf/k) - FL(W*QIC/JC)(K)'

Pour prouver (9.8.1), il suffit donc de prouver qu’on a
(9.8.3) HO(C, FL(7* Q) (K)) = 0.
Or, par la formule des projections, on a
(9.8.4) Fr(m* Qg ) = me(H ™ (Lx /i)"Y ®00 Qg
De Dinjection évidente H™'(Lx ;) < f*Q,}D/C, on déduit les injections
(9.8.5) (M (Lxpp )™ = (M (L) = 7a(F7 2, 0)
d’ou, par tensorisation par Q}J /k(K ) et I'isomorphisme (9.8.4), une injection
(9.8.6) Fu(m*0g,) (K) = (0, 0) ®0c Qg4 (K).
On va prouver qu’on a
(9.8.7) HY(C,ma(f*Q) 10) ®0c Qpy(K)) =0,
ce qui prouvera (9.8.3) et donc (9.8.1). L’annulation ci-dessus est équivalente a
(9.8.8) HO(X, [, 10 @0y T, (K)) = 0.

Soit t¥ le dual du k-espace vectoriel t. On a alors un isomorphisme

0 =t @ X" Oc(=D)

tp
d’ou

Q0 =t @ 7 0c(=D).
Donc 'annulation (9.8.8) est équivalente & l’annulation

(9.8.9) H(X, (4, (K — D))) = 0.
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Mais, pour cette derniere, il suffit d’avoir
deg(Qp,,(K — D)) <0

soit

deg(K) < deg(D) — 2g + 2.
Comme deg(K) < (X, , f), la condition

K(X,m, ) < deg(D) —2g+ 2
est suffisante pour avoir l’annulation (9.8.9) donc 'annulation (9.8.1) et donc
Ext$ (Ly/ip, Ox)" = (0). O

9.9. Estimation de la dimension de Bg aux points lisses. Le but de cette
section est de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 9.9.1. Soit (X, 7, f) € Bg(k) tel que
Ext*(Lx,,, Ox)" = 0.
On a l'inégalité
dimg(Ag) — dimy (Ext' (Lx/,,, Ox)") = 6(X, m, f).

Dans la démonstration de la proposition 9.9.1, il sera commode de disposer
de la définition suivante.

Définition 9.9.2. Soit F le foncteur de la catégorie des Ox-modules vers
celles des O¢p-modules défini pour tout Ox-module £ par

Fo(L) = m(L @0y Q)"
Remarque 9.9.3. Le foncteur Fo est exact.

Démonstration de la proposition 9.9.1. Sous la condition
EXt2(’)X (LX/’LDa OX)W =0,
I'inégalité cherchée est équivalente a

deg(Fa(p*Qy0)) — deg(Fa (% 0)) = 6(X,, f)
d’apres la proposition 9.10.1 du paragraphe 9.10 ci-dessous. En combinant les
lemmes 9.10.2, 9.10.3 et 9.10.4 du paragraphe 9.10 ci-dessous, on obtient

deg(Fa(p*Qy)0)) = 6(X, m, f) + deg((t/ @5, mQy /o)),
L’inégalité cherchée est donc équivalente a
deg((tY @ mQx/c)") — deg(Fa(2xc)) = 0.
11 suffit pour cela de vérifier qu’on a
dimy (¢ @5 Qo)) > dimy (Fo(Q )e)

pour tout ¢ € C(k). Or cette derniere inégalité résulte des assertions 3 et 4 du
lemme 9.11.1 du paragraphe 9.11. U



1700 PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

9.10. Dans ce paragraphe, on énonce et on démontre quelques résultats
qui interviennent dans la démonstration de la proposition 9.9.1.

PROPOSITION 9.10.1. Sous la condition
Extd  (Lx/ip. Ox)" =0,
on a

dimy(Exto, (Lx /. Ox)") = dim(Ag) + deg(Fa(2¢)) — deg(Fa(p*Qyc))-

Démonstration. Pour tout k-espace vectoriel V', on note V'V son dual. Par
dualité de Serre, on a

Exto, (Lx /i, Ox)Y = H' (X, Lxp, ®0x Q1)
et donc ‘ A
(Exto,, (Lx/tp s ox))W =H'(C, Fo(Lx,))-
L’hypothese de I’énoncé équivaut a
H_l(Cv FQ(LX/tD)) =0.

On a aussi pour ¢ > 1 '

H'(C, Fo(Lxp,)) = 0.
La dimension cherchée, a savoir dimk(ExtéX(LX/tD,OX)W), est égale a la
caractéristique d’Euler-Poincaré notée x (C, Fo(Lx/,)) de RU(C, Fo(Lx/,))-
On a un triangle distingué

p*Ly i, = Lxje, = [0 Q)0 = Q%{/C] —
et donc un triangle distingué
Fa(p*Lyp,) = Fa(Lxp,) — [FQ(P*%f/C) — FQ(Q}UC)] -,

ol le dernier complexe est concentré en degrés —1 et 0. Par suite, on a 1’égalité
entre caractéristiques d’Euler-Poincaré

X(C, Fa(Lx/t,)) = X(C, Fa(p* Ly i) + X(C, Fa(Q 0)) — x(C, Fa(p* %y 0))-

Par la formule de Riemann-Roch, la différence
X(C, Fo(Qy0)) — x(C, Fa(p* Q)
est égale a deg(FQ(Qﬁ(/C)) — deg(FQ(p*Q%,/C)). Il reste & calculer
X(C, Fa(p"Lypy,)) = —x(C, Falp™H ™ (Lypy)))-
D’apres le lemme 9.6.1, on a
p*rHil(LY/tD) = p*ﬂ—ik/a*qutD /C = ﬂ-*a*antD /C*
Par la formule des projections, on a donc

FQ(P*H_l(LY/tD)) = a*anrD JC ®Oc W*(Qﬁf/k)w-
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Or (W*Qﬁ(/k)w = Q}J/k (cf. lemme 9.11, assertion 2) et on peut identifier
a*antD o & Disa Oc(—e;D) (ctf. démonstration du 9.6.2). Donc, a l'aide de la
formule de Riemann-Roch, on a

n

X(C, Fa(p"Lyy,,)) = = Y _x(C, Q¢ j(~eiD))
i=1

— (61 +++-+ 1) deg(D) ~ nlg — 1)
=dim(Ag).

Cela termine la démonstration. O

LEMME 9.10.2. On a l’égalité suivante

deg(Fa(p™Qyc)) = deg(Fa(f* Qi 0)) — deg(Fa(f*X Qearp j0))-

Démonstration. Appliquons le foncteur f* a la suite exacte (9.6.1). On
obtient la suite

1

tp/carp >0

0—s f*x*ngD o — f*Q}D o — [0

qui est exacte (Iexactitude & gauche se voit comme celle de la suite 9.6.3).

Il résulte de (9.6.2) qu'on a f*QtlD/catD = p*Q%,/C. En appliquant le foncteur
exact Fq a la suite ci-dessus, on obtient la relation voulue. O

LEMME 9.10.3. On a
deg(Fa(f*, /) — deg((tV @k m(Ox)" ®0, Qpy(—D))

Démonstration. Identifions QtlD/c a x*p*(tY @ Oc(—D)) et f*QtlD/C a
t¥ @ 7 (Oc(—D)). Par la formule des projections, on a

(9.10.1) Fo(f* %y 0) = (¢ @ (1)) ®0p Oc(=D).
et
(9.10.2) (Y @1 m0x)V ®0p Uy = mal(tY @ T Q)Y

Partant de la suite exacte (9.8.2), on voit qu’on a une suite exacte
0 — m(tY @5 QL)W (= D) — m (Y @4 )V (=D)
— (Y @) Q)0)V (=D) — 0
qu’on réécrit a l’aide de (9.10.1) et (9.10.2)
0 — Fo(f*, 0) — (£ @, m0x)" ©@o. Qb4 (=D)
— m(t/ @k Qx)0)" (=D) — 0.



1702 PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

L’égalité annoncée s’en déduit puisqu’on a
deg(m. (t" @k /)" (=D)) = deg(me(t” @5, Uyy)"”
vu que (Y @y Qk/C)W est un Oc-module de torsion. O
LEMME 9.10.4. On a

deg((t” @ m(0x))" @00 Q4 (= D)) — deg(Fa(f*X* e o)) = 8(X, 70, f).

Démonstration. On va montrer I'isomorphisme suivant
(9.10.3) Fo(f*X* Qaepy ) = (£ @k v Ov)Y @0, Q) (—D)

qui donne immédiatement le résultat.
Partons de la relation (cf. lemme 9.11.1, assertion 1)
1 1 w
QcatD /C X*(QtD/C)
Or Q,}D/C s'identifie & t¥ ®; x*p*Oc(—D). On a donc
Q},utD /C = (t\/ ®k; X*OtD)W ®OcntD p*OC(_D)
Par conséquent, on a
(9.10.4) a*Q}.atD /¢~ (tv Q% CL>|F>(>*<(/)’CD)VV ®oe Oc(=D)
= (tv Rk Wy,*Oy)W ®o, Oc(—D)
puisque a*x«Oy, = Ty,«Oy. Or on a
x_ x0l * _x)l
fx QccttD/C =ma chtD /C"
Par conséquent, par la formule des projections, on a
(9.10.5) Fo(f* X Qe j0) = € Qe 10 @00 T Qi)
xOl 1
=a QcatD /C ®0c QC’/lc7

la derniére égalité résultant de m, (Q% / DY =L Ik (cf. lemme 9.11, assertion 2).
En combinant les lignes (9.10.4) et (9.10.5), on obtient bien (9.10.3). O

9.11. Quelques lemmes annexes. On rassemble dans le lemme suivant
quelques résultats qui ont été utilisés dans ce qui précede.

LEMME 9.11.1. Soit ¢ € C(k). On a les relations suivantes :

L. X*(Q%D/C)W = qutp /C’

2. ﬁ*(Qﬁ(/k)W = QIC/k ;
3. dimg((tY @k F*Q_IX/C)ZV) = dim(t) — dim(t"=) ou W, C W est le stabi-
lisateur d’un point x € X (k) au-dessus de c;

4. dimg(Fo(Q 0)c) = {

0 si Xest étale au-dessus de c ;
1 sinon.
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Démonstration. Montrons I’assertion 1. On déduit de (9.6.1) la suite exacte

0— (X*X*antD/C)W - (X*Q%D/C)W

Mais, par la formule des projections, on voit que la fleche d’adjonction chatD e,
— X*X*antD/c identifie an:D/C a (X*X*antD/C)W' En choisissant une trivia-
lisation du fibré £p dans un voisinage d’un point de C(k), on est ramené a
prouver
X*(Q’}/k)w = Qgctt/k:7

ou 'on note x le morphisme canonique t — car. Soit k(t) le corps des fractions
de 'anneau des fonctions régulieres sur t. Comme x est génériquement étale,
on a

k(t) @upg Qs = k() Qpgw Qe i

d’ou
(911.1) (k) @ )" = (1) Qppgw e /)" = kO Qppgw Qe 1
Soit t1,...,t, et o1,...,0, des éléments homogenes de k[t] tels que k[t] ~

klt1, ... ta] et k[0 =~ Klo1,... 00 Soit d¥ € x:(Q4,)". Par (9.11.1), il
existe by, ..., b, dans k(t)" tels que dX =", b;do;. Soit i un entier 1<i<n.
La forme "
doy A+ ANdZ A -+ Adoy, e/\Q}/k,
ou dX remplace do;, est invariante sous W. Par ailleurs, cette forme est égale a
bidoy N\ --- Ndoy, = by Jdty A -+ Ndty,

ou J est le déterminant jacobien det(g‘;?). On a donc b;J € k[t]. L’invariance

sous W de la forme ci-dessus implique que b;J est anti-invariant c’est-a-dire
on a pour tout w € W

ou det(w) est le déterminant de w agissant sur t. Or 'ensemble des éléments
anti-invariants de k[t] est k[]'V'J (cf. [9, prop. 6, chap. V]). Cela prouve qu’on
a b; € k[§"V d’on lassertion 1.

Passons aux autres assertions. Durant toute la démonstration, on utilisera
les notations suivantes. On note ¢ un point de C'(k). Soit O¢ . le complété de
I’anneau local de C' en c et F, le corps des fractions de O¢ .- La F,-algebre
Ox xop Fe est un produit fini de corps qui sont des extensions finies et
modérément ramifiées de F;,. Ils correspondent bijectivement aux points de
X (k) au-dessus de c. Soit z un tel point et F, le corps correspondant. La
cloture intégrale de O¢, dans Fj est le complété Ox , de I'anneau local de
X en z. Le groupe de Weyl W agit sur la fibre de X au-dessus de c. Soit
Wz C W le stabilisateur de z. Puisque la caractéristique de k ne divise pas
lordre de W, ce sous-groupe est cyclique; il ne dépend du choix de = qu’a
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conjugaison pres. Le choix d’une uniformisante @ de Ox , permet d’identifier
cet anneau a I’anneau de série formelle k[[ww]] et 'action de W, sur Ox , s’iden-
tifie & 'action continue de Wy, sur k[[w]] qui agit par un caracteére primitif ¢ sur
I'uniformisante w. Soit m I'ordre de W;. Alors le sous-anneau O¢ . s’identifie
au sous-anneau k[[cww™]].

Montrons l'assertion 2. Il suffit de la prouver dans le voisinage formel
Spec(Oc¢,c) du point ¢ auquel cas elle se réduit a I'isomorphisme

1 We 1
(T Q) 6) " = Loy ae

Or W*Qllc[[w}]/k est le k[[ew™]]-module k[[w]]dw. Donc son module des invariants
sous W, est

klw™lo™ dw = k[[w"™]]de™
qui est bien le module Ql%:[[wm]]/k'
Montrons ’assertion 3. On a
(¢ @ mQx/c)d = (¢ @k Qo j0,)""

et W*Q%’)x,z/Oc,c s’identifie au k[[c™]]-module k[[w]]dw /™ k[[w]]dw. Donc,
comme représentation de W, c’est la somme des caracteres ¢* pour 1 <¢ < m
avec multiplicité 1. Soit t; C t la composante isotypique de t sur laquelle W,
agit par le caractere (¢ pour 0 < i < m. On a donc

m—1
dimg (¢ @ 7 Qb j0,.)"") =Y dim(ty—)
=1

= dim(t) — dim(t"=)

d’ou assertion 3.

Prouvons l'assertion 4. Si X est étale au-dessus de ¢, on a Qﬁ( JCw = 0
d’ott 'annulation cherchée. Si X n’est pas étale au-dessus de ¢, on a m > 2.
Par définition, on a FQ(Q}(/C) = W*(Qﬁ(/c ®0y Qﬁ(/k)w. On a donc

Fo(Qx/c)e = m( Q0 @ox Vpi)e”
~ (k[[@]]dw @, dw /o™ Lk[[w]]|dw 4 dw)Ww
~ k[[@™]] /=" k[[@™] (@™ 2dw ® dw)

d’ou Dassertion sur la dimension. O

9.12. La formule de Ngo-Bezrukavnikov. Ngd a relié 'invariant local d, a la
dimension d’une fibre de Springer affine (cf. [29, prop. 3.7.5 et cor. 3.8.3]). Par
ailleurs, Bezrukavnikov a démontré (cf. [7]) une formule énoncée par Kazhdan-
Lusztig (cf. [21]) pour cette dimension. Combinant les deux, Ngo a obtenu le
lemme suivant dont on donne ici une preuve directe.
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LEMME 9.12.1. Soit (X,m, f) € Bg(k) et a € Ag(k) son image par
le morphisme défini au lemme 9.3.1. Pour tout ¢ € C(k), on a la formule
susvante :

5e(X,m, f) = 1/2(vale(D% (a)) — dimy(t) + dim (")),
ot W, C W est le stabilisateur d’un point x € X (k) au-dessus de c.

Démonstration. Soit (X, 7, f) € Bg(k) et a € Ag(k) comme ci-dessus.
Soit ¢ € C(k) et © € X(k) au-dessus de ¢. On reprend les notations de la
démonstration du lemme 9.11.1. Par définition de §.(X, 7, f), il suffit de prou-
ver les deux relations suivantes (ot m est 'ordre de W, ) :

) t®r Ox o _ a
(9.12.1) dimy, (W* (e oy)yy> = mval.(D%a))/2
et

. t @, Ox o . : W,
(9.12.2) dimy, (W*(t®k W*C’)X)ZV> = m(dimyg (t) — dimg (£77)) /2.

Comme on peut trouver une forme bilinéaire non dégénérée invariante par W,
les formules ci-dessus sont équivalentes a celles obtenues lorsqu’on remplace t
par son dual t". Par les formules (9.10.3) et (9.10.5), on a
W*(tv Ok 7"-Y,*OY)I/V = 7T*Q*ant/C’ = f*X*Q},at/C
et l'inclusion 7*(tY ® 7y«Oy)Y < tV ®; Ox, sidentifie & linclusion de
(f*x*Q}at/C)x dans (f*Qtl/C)m. La dimension cherchée est donc égale a m fois
la valuation du déterminant jacobien J considérée dans la démonstration du
lemme 9.11.1. Or on sait qu’a un facteur dans k> pres, le carré de ce jacobien
est égal au discriminant D%(a) (cf. proposition 5 de [9]). La formule (9.12.1)
s’en déduit.
Prouvons maintenant la formule (9.12.2). On a

m—1

T (t @k TO0x)Y = k[[w]]to ® @ ™k [[w]] 4.
i=1
On a donc la formule suivante :

t®r Ox.. m—1 o
’ = m — 1) dimyg (¢
7T*(" Xk 77*0)()?/> — ( ) k(tL)

1=

dimy, (

ce qui donne le résultat voulu vu que dimg(t;) = dimg(t,,—;) par 'existence
d’une forme bilinéaire non dégénérée invariante par W. O

9.13. Une majoration de k par le discriminant. Le but de ce paragraphe
est d’obtenir une majoration de s par un multiple du discriminant. Auparavant,
nous allons donner une autre expression pour k.

LEMME 9.13.1. Soit (X, 7, f) € Ba(k) et ¢ un point fermé de C. Alors

K'C(XJT? f) = long(ﬂ*(H_l(LX/Y) ®OX Q%(/C)?)
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Démonstration. On a un triangle distingué
P Ly, = Lxp, = Lx/y —
ou l'on a introduit le complexe
Lxyy = [0" Q50 = Q)]
placé en degrés —1 et 0. On a donc une suite exacte
0= H (p*Ly,) = H  (Lxpp) = R (Lxyy) = 0
vu que HY(Lyy,,) = 0. Il s’ensuit qu'on a une suite exacte
T(H 7 (p* Ly ) ®0x Q%{/C)W — m(H(Lx /) ®0x Q%{/O)W
— W*(H_l(LX/Y) R0y Q%(/C)W — 0.
D’apres le lemme 9.6.1, on a
H (" Lypy,) = 7T a* Ve, 0
d’on
7T*(/7"[_1(10>‘<I’3’/t13) Qo Q%(/C)W = a’*antD /C ®ox 7T*(Q%/C)VV =0
car w*(Q}(/C)W = 0 (cf. la ligne (9.7.3)). Il s’ensuit qu’on a
m(H (Lxp,) @0y Qo) = m(HH (Lxyy) ®ox Qxje)”
Le lemme se déduit alors de la définition de k. ; cf. (9.7.1). O
La borne suivante, bien qu’assez grossiere, nous suffira par la suite.

PRrROPOSITION 9.13.2. Soit (X, 7, f) € Bg(k) et a € Ag(k) le point cor-
respondant par le morphisme ¢ défini a ’assertion 3 du lemme 9.3.1. Pour
tout tout point fermé c de C, on a l'inégalité

ke(X, 7, f) < |[W|/2vale(D%(a)).

Démonstration. Soit ¢ un point fermé de C. Par le lemme 9.13.1, on a
re(X,m, f) =long(m(H ™} (Lxyy) ®ox Uxsc)e’)
<long(m(H ™ (Lx/v) @ox Qxpp)e’);
ou l'inégalité résulte de la surjection évidente
H N (Lxyy) ®@ox e = H ' (Lxyy) ®oy Vxjc — 0.
Comme on a également une injection évidente
1= H (Lxy) ®ox Ui = 1Yo @ox Uy
et qu'on a (cf. (9.6.2))
P Uryc = Uy ) carp
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il vient
KVC(X’ T, f) < long(ﬂ-*(f*Q%D/catD Qox Q}X/k)gv)

Soit « un point de X au-dessus de c. Soit W, C W le stabilisateur de z
dans W et m lordre de W,. On peut donc majorer la longueur ci-dessus
par la longueur du Ox gz-module (f*QtlD/mD ®oy Q%{/k)r (o 'on a enlevé
les invariants sous W;). Or celle-ci est la longueur de ( f*Q,}D Jcatp
est égale a la valuation (en z) du déterminant jacobien J considéré dans la
démonstration du lemme 9.11.1, dont le carré est égal au discriminant D%(a).

) donc elle

Cette longueur est donc
m/2val.(D%(a)).
On obtient alors la majoration cherchée. O

9.14. Dans ce paragraphe nous allons prouver le lemme suivant.

LEMME 9.14.1. Soit a € Ag(k) et c € C(k) tel que val.(D%(a)) = 1. Alors
la courbe camérale Y, associée a a est lisse au-dessus de c.

Démonstration. D’apres la formule de Ngo-Bezrukavnikov (cf. lemme
9.12.1), il existe un entier § tel que

1 = val.(D%(a)) = 20 + dimy,(t) — dim (t"V=),

ou W, C W est le stabilisateur d’'un point = € X (k) au-dessus de c¢. On
a donc & = 0 et dimy(t) — dimy(t"=) = 1. Soit M le sous-groupe de Levi
de G défini comme le centralisateur de tV+. Comme t"* est de codimen-
sion 1 dans t et qu’il est central dans M, le rang du groupe dérivé de M
est 1 (le rang nul correspond & M = T ce qui est exclu : le groupe W, se-
rait alors trivial). En particulier, le groupe W, est égal au groupe de Weyl
de M d’ordre 2. Le morphisme X — C dans un complété formel de x est
donné par l'inclusion k[[w?]] < k[[w]]. Avec les notations de (9.4.1), on a,
par le choix d’une trivialisation du fibré en droites associé a D, un morphisme
f : Spec(k[[w]]) — t x1 Spec(k[[?]]). En prenant le quotient par W, on ob-
tient une section Spec(k[[w?]]) — catps X, Spec(k[[w?]]). On est donc tout de
suite ramené au cas ou G = M. En utilisant les décompositions t = 317 @ tar,,,
et carpys = a7 D caryy,,,, ou 'on note 3ps et tyr, . les algebres de Lie du centre
de M et du tore T N Mger, on est ramené au cas ou M est semi-simple de
rang 1. Un calcul direct montre que le germe local de la courbe Y est de la
forme Spec(k[[u,y]]/(y* = a(u)) avec val,(a(u)) = 1 qui est bien lisse. O

9.15. Démonstration du théoréme 9.1.3. Le morphisme d’oubli de la
donnée t

Aq — Ag

fait de Ag un revétement fini, étale et galoisien de groupe de Galois W de
Ag. En composant par ce morphisme les fonctions § et x des définitions 9.7.1,
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on obtient des fonctions encore notées § et k. La premiere est semi-continue
supérieurement (cf. proposition 9.4.4) et la seconde est seulement constructible.

On est enfin en mesure de donner la démonstration du théoreme 9.1.3. On
en reprend les notations du théoreme 9.1.3 : en particulier, a = (hq,t) € Ag(k)
vérifie les assertions 1 et 2 du théoreme 9.1.3. La condition

Kk < deg(D) —2g + 2

définit donc un ensemble constructible A*~P°" de Ag. On va montrer que cet
ensemble contient un voisinage du point a. D’apres [15, chap. 0, prop. 9.2.5],
il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible ) de Ag contenant
a, 'ensemble A%~P°" N} s0it dense dans Y. Pour cela, il suffit de prouver que
Ar~bon 0y contient le point générique de V. Il suffit encore de montrer le
lemme suivant.

LEMME 9.15.1. Soit K une extension algébriquement close de k et b un
morphisme de Spec(K[[u]]) dans Ag de fibre spéciale by = a xj, K. Soit by, le
morphisme déduit de b en fibre générique. Alors b, définit un point de Ar—bon,

Démonstration. Soit hy la section du fibré carp X K[[u]] au-dessus de la
courbe relative C' xj K[[u]] sous-jacente a la donnée de b. Soit C), et Cs les
fibres générique et spéciale de cette courbe. Soit S C C ’ensemble fini de points
fermés de C qui vérifie les assertions 1 et 2 du théoreme 9.1.3. Dans la suite,
on identifie S' & un ensemble de points fermés de Cs = C' X K.

LEMME 9.15.2. Pour tout point fermé c, de C, qui se spécialise en un
point de Cs — S on a
Key (by) = 0,
ou ke, est Uinvariant local défini en (9.7.1).

Démonstration. Si ¢, se spécialise en un point en lequel h,(Cy) ne coupe
pas E)%J\G/[ et coupe transversalement ou ne coupe pas DM alors h(Cy) en ¢, ne
coupe pas ou coupe transversalement . Dans tous les cas, le lemme 9.14.1
implique que la courbe camérale associé a b, est lisse au-dessus de ¢, d’ou la
nullité du k en ce point (cf. proposition 9.7.4).

Si ¢, se spécialise en un point ¢, en lequel h(Cj) ne coupe pas DM et coupe
transversalement ou ne coupe pas %AG/[, alors h(C,)) en ce point coupe le diviseur
D avec une multiplicité inférieure ou égale & 2. Si cette multiplicité est nulle
ou vaut 1, on conclut comme précédemment que k en ¢, est nul. Supposons
donc que cette multiplicité vaut 2. Soit Y la courbe camérale associée a hy.
Soit Y, et Y, ses fibres spéciale et générique. Soit ys un point au-dessus de c.
Par hypothese, il existe une unique racine +« de T dans G tel que Y; coupe
en ys le diviseur défini par «. En particulier, le stabilisateur dans W de vy,
est d’ordre 2. Soit Y; la courbe camérale associée a hy, et y, un point au-
dessus de ¢;. Ce point ¥, se spécialise en un point y, € Yy au-dessus de cs. Le
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stabilisateur de y, dans W est inclus dans le stabilisateur de y5 donc son ordre
est au plus 2. Quitte a remplacer K ((u)) par une extension radicielle et K [[u]]
par sa normalisée dans cette extension, on peut supposer que la normalisée X,
de Y;, est lisse (cf. [17, prop. 17.15.14]). Soit x,, un point de X,, au-dessus de y,,.
La stabilisateur de x,, dans W est inclus dans le stabilisateur de y, donc est un
groupe d’ordre au plus 2. Par la formule de Ng6-Bezrukavnikov (lemme 9.12.1),
on sait que la valuation du discriminant et la différence dim(t) —dim(t"+n) ont
méme parité. Or notre hypothese est que la valuation du discriminant est 2.
Donc la différence dim(t) — dim(t"en) est paire. Si |[W,| = 2, cette quantité
vaut 1. Donc W, = {1} et X, est étale au-dessus de ¢,. Par conséquent, s
s’annule en ¢, (cf. proposition 9.7.4). O

Par (9.7.2) et le lemme précédent, on a

ou S, est 'ensemble des points ¢, de C, qui se spécialisent en des points de S.
La proposition 9.13.2 donne alors la majoration

k(by) < W|/2 3 val,, (DY (by)).

cn€Sy

La somme dans le majorant ci-dessus est égale S .cgvalo(D%(bs)). Or by =
a X K. L’hypothese 2 du théoreme 9.1.3 entraine la nouvelle majoration

k(by) < deg(D) —2g + 2

qui prouve bien que b, définit un point de Ar=bOn e qui termine la démons-
tration du lemme 9.15.1. O

On a donc prouvé que A P°" contient un voisinage ouvert de a qu’on
note U. Montrons ensuite que U C Ag‘m. Soit § un entier et A5 une composante
irréductible d’une strate As. Il s’agit de voir que si U N.Aj§ n’est pas vide alors
on a

dimg (Aj) < dim(Ag) — 6.
A un revétement fini et étale pres, lintersection U N Aj§ est I'image par le
morphisme 1) considéré au lemme 9.4.1 d’une partie localement fermée de B¢.
En tout point b € B (k) de cette partie, on a §(b) = 0 et k(b)) < deg(D)—2g+2.
Les propositions 9.8.1 et 9.9.1 montrent que By est lisse en un tel point de
dimension < dimy(Ag) —d. On a donc

dlmk(A:g) = dimk(U N ./4/5) < dim(.Ag) -9

ce qu’il fallait démontrer. Cela acheve la démonstration du théoreme 9.1.3.
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10. L’énoncé cohomologique prolongeant celui de Ngo

10.1. Le théoréme de décomposition Dans la suite, on note avec un indice
0 un objet sur F, et I'omission de I'indice 0 indique I'extension des scalaires
a k. Soit Ag un [Fy-schéma de type fini integre. Suivant nos conventions, on
a A = Ay @, k. Soit ds la dimension de A. Pour tout point a de A, soit
d, la dimension du fermé irréductible m de A. Soit i, = @ — X et j, =
{a} < {a} les inclusions. On dira qu'un systeme local de Q-espaces vectoriels
sur le schéma {a} est admissible §’il se prolonge en un systéme local Fy sur
un ouvert dense V' de {a}. Pour un tel systeme local F,, on notera Ja)xFa
le prolongement intermédiaire jy,.Fy du systeme local Fy a m tout entier
pour n’importe quel ouvert dense assez petit jy : V — m.

PROPOSITION 10.1.1. ([6, théoreme 5.3.8]) Soit K¢ un Q-faisceau pervers
pur de poids w sur Ag. Le faisceau pervers K sur A, obtenu par extension des
scalaires de Fy a k, admet une décomposition canonique en somme directe

K = @ ia,*ja,!*]:a[da]a
acA
ot pour tous les a sauf un nombre fini, Fo = (0).

Démonstration. L’unicité résulte du fait que
Hom(ia,*ja,!*fa[da]aia’,*ja’,!*]:a’ [da’]) = (0)

quels que soient a # a’ dans A. En effet la restriction & Qﬂ@/ de jg 1+ Falda]
est dans PDS({a}n{a}, Q) et donc i%a wjarxFalda] est dans PDS~({al}, Q).

Pour D'existence, on procede par récurrence sur la dimension de A. Soit
j : U < A un ouvert dont le réduit est lisse sur F;, qui contient tous les points
génériques des composantes irréductibles de A de dimension d4 et sur lequel
F*PH ™4 (K) est un systeme local et j*K = j*PH 94 (K)[d4]. 1l existe alors
une filtration

(O)ZKQCK1CK2CK3:K

avec K1/Kq et K3/Ky a supports dans A—U et Ko/ K] = j;j*j*p”H_dA(K)[dA].
Or pour tout systéme local pur F sur U et tout Q,-faisceau pervers L pur de
méme poids sur A supporté par A — U, on a

Ext'(L, jiF) = Ext' (ji.F, L) = (0)

(sur A les Ext? sont nuls comme on I’a déja rappelé et les Ext! ne peuvent
pas avoir 1 comme valeur propre de Frobenius d’apres le théoreme de De-
ligne). Il s’ensuit que ji .j*PH % (K)[d4] est un facteur direct de K avec un
supplémentaire supporté par A — U. O

10.2. Soit fo : My — Ao un morphisme de F,-schémas séparés de type
fini. Soit f : M — A le morphisme obtenu par changement de base de F, a k.
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On suppose que fo est propre, purement de dimension relative dy, et que My
est lisse, purement de dimension dy; = dy +d4 sur F;. On considere le faisceau
pervers gradué et pur en chaque degré sur Ag

K3 = PH (R fo, Qa1 [drr]) = @ PH" (R fo,«Qu, a1, [dra])-

n

Soit K*® le faisceau pervers gradué sur A déduit de K§ par changement de base
de F, a k. Par la proposition 10.1.1, on a

K*® = @ ia,*ja,!*]:a., [da]-
a€A

ou chaque F; est un systeme local gradué admissible sur {a}. La dualité de
Poincaré assure que F, " = (F)V(d,).
On définit le socle de Rf.Qy pr[dps] comme 'ensemble fini

Socle(Rf.Qq p[drr]) C A

des a tels que F3 # (0). Pour tout a dans ce socle, soit ng, resp. n, le plus
grand entier n, le plus petit, tel que F' # (0). On définit "amplitude de Fp
par

Ampl(F;) =n, —n, = 0.

a

LEMME 10.2.1. Soit a € Socle(Rf.Qy ps[drr]). On a les inégalités
Ampl(F7) < 2(df — da + da)

et
codimy(a) :=da — dq < dj.
Démonstration. Ecrivons comme ci-dessus Ampl(F?) = n, —n; . Par dua-
lité de Poincaré, on a n, = —n, de sorte qu’'on a

Ampl(Fy) = 2n,.

La restriction & {a} de RIM*na—da f+Qg ar, qui contient FJe comme facteur

direct, est non nulle. Par suite, on a dy; + n, — d, < 2dy ou encore
Ampl(F3) < 2(dy — da + da).

En particulier, on a nécessairement codima(a) :=dg —d, < d 7 O

10.3. Retour sur un résultat clef de Ngé. Soit gg : Py — Ap un schéma en
groupes commutatifs lisse purement de dimension relative dy sur Ag, a fibres
connexes. On suppose que Py agit sur My au-dessus de Ag. Soit

VePy = def_lgo,!@e(df)-
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C’est un faisceau sur Ay dont la fibre en un point géométrique a de Ag est le
Qg-module de Tate V; Pz de la fibre de Py en @. On a une action de l'algebre
de Lie commutative V; Py sur R f07*@€

ViPy ® Rfo,*@g — Rf(),*@@[_l]'

Pour tout point géométrique a de Ag, cette action induit d’une part une struc-
ture de
NViPya = @ /\iVePO,a

1€N
module gradué sur la cohomologie H*(Myz,Q,). Elle induit d’autre part une
structure de

AViPo = P NV, Py

1€N

module sur
PH* (R fo.Qp) = @D PH" (Rfo,Qr).

nez
En particulier, pour tout a dans le socle de R f*@& m[dar], elle induit une struc-
ture de A*Vy Py, sur Fy.

Pour chaque point géométrique @ de Ay de corps résiduel noté k(a), la
fibre Py de Py admet un dévissage canonique

(10.3.1) 1= Pe% — Py — P32 — 1,

oll P&% est un k(a@)-schéma abélien et P&% est un k(a@)-schéma en groupes affine.
La dimension de P(i%f ne dépend que de I'image a de @ et sera notée 6. La
fonction a +— (5fo est semi-continue supérieurement. En particulier, si a est
un point de A, la fonction b — (5;;‘& est constante de valeur 62 sur un ouvert
dense de {a}. Soit @ un point géométrique de Ag. On a un dévissage analogue
au niveau des modules de Tate

(10.3.2) 0— VP - ViPyz — ViPg% — 0,

out Vy P2 est de dimension 2(d; — 62) et V, P est de dimension égale & la
dimension de la partie torique de Pg‘%

On vient de voir précédemment que la cohomologie H®(Myz, Q) est munie
d’une structure de A*V, P gz-module gradué. Tout scindage de la suite exacte
(10.3.2) induit une action de

/\.ngb
sur H*(Myz, Q). Cette action dépend a priori du scindage. Si le point géomét-
rique @ est localisé en un point fermé a de Ap, le corps résiduel k(a) est fini et
I’extension de P&% par P(i%f donnée par (10.3.1) est d’ordre fini. Elle est donc, &
une isogénie pres, scindée et le scindage obtenu est nécessairement unique. En
particulier la suite (10.3.2) est canoniquement scindée (cf. [29, prop. 7.5.3]).
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Soit a un point du socle de Rf.Qy p[dns). En fait, le dévissage (10.3.1)
existe pour a aprés un changement de base radiciel. En particulier, on peut
définir le dévissage (10.3.2) pour a. Par un argument de poids (cf. [29, §7.4.8]),
laction de A*V, P 4 sur Fy se factorise en une action de /\'VgP(i'; sur Fy. Ainsi
F3 est un module gradué sur /\'VgP&'Z.

Suivant Ngo (cf. [29, §7.1.4]), on dit que V; Py est polarisable si, localement
pour la topologie étale de Ay, il existe une forme bilinéaire alternée

ViPy x ViPy — Qy(1)

telle que, pour chaque point géométrique @ de Ag, le noyau de la forme bi-
linéaire induite sur V,P; soit VgPEaH et que la forme induite sur Vngb soit non
dégénérée. La proposition suivante est une reformulation d’un résultat de Ngo.

ProrosiTiON 10.3.1. Soit fo : My — Ag un morphisme de F,-schémas
séparés de type fini. Soit go : Py — Ag un schéma en groupes commutatifs lisse
purement de dimension relative dy sur Ao, a fibres connewes. Soit Py x Mg —
My une action de Py sur My au-dessus de Ag.

Les hypotheses suivantes :

1. (a) fo est propre, purement de dimension relative dy ;
(b) My est lisse, purement de dimension dy = df +da sur Fy;
2. le module de Tate VyPy est polarisable;

3. pour tout point géométrique a localisé en un point fermé a de Ag, 'ac-
tion de /\’VgPai*b sur H*(Mz,Qy), induite par le scindage canonique de
(10.3.2) décrit ci-dessus, fait de H*(Mz,Q,) un A*V,P2>-module libre;

entrainent que pour tout point a € Socle(Rf*@&M[dM]), la fibre en a de FJ est
un /\’VgP&E’L—module libre.

Démonstration. 11 s’agit essentiellement du contenu de la proposition 7.4.10
de [29]. Les hypotheses sous lesquelles se place Ngod dans cette proposition
ne sont pas exactement celles que nous adoptons. Plus précisément, nous ne
supposons pas que le morphisme fy est projectif. En fait, dans la démonstration
de Ngo, la projectivité de fy n’intervient qu’au travers de la proposition 7.5.1
de [29] qui a pour conclusion notre hypothese 3. O

A la suite de Ngb, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 10.3.2. Sous les hypothéses de la proposition 10.3.1, pour
tout point a € A qui appartient au socle de Rf*@&M[dM], on a les inégalités

Ampl(F) > 2(dy — 62

et
5aff
a

> codimy(a).
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Démonstration. La premiere inégalité est une conséquence évidente de la
proposition 10.3.1 et la seconde résulte du lemme 10.2.1. [l

Le lemme suivant nous sera utile pour vérifier les hypotheses de la propo-
sition 10.3.1.

LEMME 10.3.3. Soit a : B' — B une isogénie entre variétés abéliennes
définies sur un corps algébriquement clos K. Soit X un K-schéma (ou plus
généralement un K-champ de Deligne-Mumford) muni d’une action de B’ et
d’un morphisme propre f : X — B qui est B'-équivariant lorsque B’ agit sur
B par translation via l'isogénie a. Alors laction de

Ho(B',Q,) = AV, B'

sur H*(X,Qy) induite par l’action de B’ sur X fait de H*(X, Q) un A°V,B'-
module libre.

Démonstration. On considere le diagramme cartésien

Xo xx B —< X
prB/l lf
B’ < B,

oll pry: est la projection sur le second facteur, Xg est la fibre de f a l'origine de
B et o/ est la restriction & X x g B’ de I'action X x i B’ — X. La cohomologie
de Xo X B’, qui est donnée par le produit tensoriel H®*(Xy) @ H*(B'), est
évidemment un module libre sur A®*V;B’. La cohomologie de X s’identifie aux
invariants sous ker(«) dans la cohomologie de X x g B’ ~ Xy x g B’. Or ker(«)
agit trivialement sur H®(B’) par 'argument habituel d’homotopie. Ainsi la
cohomologie de X s'identifie & H*(X)*(®) @ H*(B') et elle est ainsi libre
comme module sur A*V,B’. O

10.4. Modéle de Néron. On revient aux notations utilisées depuis le début
de Darticle. Soit a € Ag un point fermé. Soit v : J, < J, le modele de Néron
du schéma en groupes J, sur C. La fleche v est un isomorphisme au dessus
de 'ouvert U, de sorte que le quotient J, /Ja est & support ponctuel. On a la
proposition suivante due a Ngo (cf. [29, cor. 4.8.1]).

PROPOSITION 10.4.1. Soit a = (hg,t) € Ag(k). Soit pg : Xo — Yo la
normalisée de la courbe Y,. Il existe un unique isomorphisme

Ja = (X*(T) Rz Wa,*pa,*Gm,Xa)Wv
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ou l'exposant W désigne les points fizes sous W, qui s’insére dans le carré

cartésien
Jq (X* (T) ®z 7'f'a,>|<(Gm,Ya)VV
ja s (X* (T) Kz 7"'a,*pa,*Gm,Xa)VV,
ot

— la fléche horizontale du haut est obtenue par changement de base par hq
a partir du, morphisme

I — (Xu(T) ©2 (x&)sGmp) "

déduit de (3.4.1);
— la fleche verticale de droite est induite par la fleche d’adjonction

Gm,Ya — pa,*Gm,Xa-

En particulier, Ualgébre de Lie de J, est Ualgébre de Lie commutative de fibré
vectoriel sous-jacent

(Xi(T) @z Wa,*pa,*OXa)W‘

10.5.  Application a la fibration de Hitchin. On suppose désormais que
le groupe G est semi-simple. Soit (Go,Tp) un couple formé d’un groupe Gy
réductif connexe sur [, et de Tp C Gy un sous-F,-tore maximal et déployé sur
[F,. Soit 7 I'automorphisme de Frobenius de k¥ donné par x — z9. On se limite
dans la suite au cas ou le couple (G, T) est obtenu & partir de (G, Tp) apres
extension des scalaires de I, & k. Le couple (G,T) est alors muni de I’action
naturelle de 7.

On a fixé a la section 4.1 une courbe C projective, lisse et connexe sur k
ainsi qu'un diviseur D et un point co € C(k). On suppose désormais que C
provient par changement de base d’une courbe Cj sur F,. On note encore 7
l'automorphisme 1 x 7 de C' = Cy xp, k. On suppose que D et co sont fixes
sous T.

Le schéma Ag est alors muni de I’action naturelle du Frobenius 7. Celle-ci
laisse stable les sous-schémas fermés A, pour M € EG(T). De méme, le champ
M est muni de l'action naturelle de 7. Soit & € ar en position générale (cf.
remarque 4.9.2). Soit f¢ : ./\/lé — Ag le morphisme de Hitchin tronqué qui
est propre de source lisse sur k& (cf. §4.9). Alors le sous-champ ouvert ./\/lé est
stable par 7 et le morphisme f¢ est T-équivariant. De maniere équivalente, on
aurait pu directement définir des objets fg : ./\/lfG0 — Ag, sur F, qui redonnent
apres extension des scalaires de [, a k les objets analogues notés sans I'indice 0.

Soit d ¢ la dimension relative de f¢. Rappelons qu’on a défini un ouvert
Aben de Ag (cf. définition 9.1.1).
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THEOREME 10.5.1. Le socle de la restriction de Rff@g[d/\,lg] a AP est
entierement contenu dans louvert elliptique de A N AP de sorte que si

j:AeH mAbon N Abon
est linclusion de cet ouvert, on a un isomorphisme canonique
PH(RF:Quldse]) = g™ H (R Quld pse])

sur AP™ pour tout entier i.

Démonstration. On va appliquer le corollaire 10.3.2 a la fibration de Hit-
chin M¢ muni de laction du champ de Picard J'. On va en déduire que tout
a qui est dans le socle de Rf$Q,[d ve] vérifie I'inégalité 62 > codim 4(a). On
montrera ensuite qu’on a (523 < &4 avec égalité si et seulement si a est elliptique.
Donc, si a n’est pas elliptique, a ne peut pas étre dans AP°.

Nous allons tout d’abord montrer que pour tout a € Ag(k), la fibre M
vérifie les hypotheses requises par la proposition 10.3.1 et le corollaire 10.3.2.
Pour cela, on applique le lemme 10.3.3 non pas a M, mais a un champ
homéomorphe ce qui suffit pour démontrer la liberté de la cohomologie de M,.

Soit M € L tel que a est 'image d’un point (hq,,,t) € ASH(E)". Soit X, =
er(ha,, ) € m(F) ou ey est la section de Kostant et F est le corps des fonctions
de C'. Soit A I'anneau des adeles de F' et O le produit des complétés des anneaux
locaux des points fermés de C'. Soit S I’ensemble fini de points fermés de C'
complémentaire de 'ouvert h;ﬂld(cat?jf[)). Pour tout v € S, soit S, la fibre de
Springer affine associée a v et X,. Soit F, le corps des fractions du complété
de 'anneau local O, en v. Soit J le centralisateur de X, dans M X F'. Le ind-
schéma J(F,)/J(O,) agit sur S,. Soit X le produit contracté de J(A)/J(O) x
[Tves Sv par Paction diagonale de [, J(Fy)/J(Oy). Le quotient champétre de
X par l'action (sur le premier facteur) de J(F') est homéomorphe a la fibre de
Hitchin M,. L’homéomorphisme entre [J(F)\X] et M, est équivariant sous
laction du champ de Picard J, = [J(F)\J(A)/J(O)].

Ce dernier admet comme quotient [J(F)\J(A)/J(O)]],J(Fy)] qui est
isogene au champ jaab des ja—torseurs ou ja est le modele de Néron de J,.
Le champ J, agit sur [J(F)\X] et le morphisme évident de [J(F)\X] vers
[J(F)\J(A)/J(O) ], J(Fy)] est Jy-équivariant.

Plus généralement, on peut définir un X¢ <tronqués dont le quotient
par J(F) est muni d’une action par J! et homéomorphe de maniere J]-
équivariante & M§. On a un morphisme J!-équivariant de [J(F)\X¢] vers
[J(F)\J(A)/J(O)]], J(F,)] dont I'image est isogéene au champ 712" image
de J! dans J2P. On obtient une action de J»*" sur [J(F)\X¢] en choisissant,
comme il est loisible, une section a isogénie prés du morphisme canonique
g = I
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Les hypotheses du lemme 10.3.3 sont donc vérifiées pour le quotient
[T(F)\x]

et on en déduit la liberté voulue de la cohomologie de [J(F)\X¢] donc de M.

Comparons maintenant pour un point a de Aqg les invariants §, et 635.
Le champ J}! est un champ de Deligne-Mumford dont les groupes d’automor-
phismes sont tous le groupe fini H(C, J,). Soit J0 la composante neutre de
jal. On rappelle J,; le modele de Néron de J,. Soit J(?’ab le schéma abélien
qui représente le foncteur des classes d’isomorphismes des J,-torseurs. Le mor-
phisme J° — 7% qui envoie un J,-torseur sur la classe du J,-torseur

obtenu lorsqu’on le pousse par le morphisme canonique J, — J,, s’inscrit dans
la suite exacte

1 —s jO,aﬂ N jO N jO,ab N 0’

ot le noyau J%* est le quotient d’un groupe algébrique affine par le groupe
fini H°(C, J,) agissant trivialement. On va calculer la dimension de ces objets
par un calcul d’algebre de Lie. La suite exacte

11— Jo — Jy — Jo/Js — 1
donne la suite exacte longue
1— H(C, J,) — HY(C, Jo) — H°(C, Jo/ Ja)
— HY(C,J,) — HYC,J,) — 1

puisque J, /.J, étant & support ponctuel a un H' trivial. Soit 6 = dim(g%2f).
On a donc

62 — dim(7%) — dim(7%%)

=dim(HY(C, J,)) — dim(H°(C, J,)) — dim(HY(C, J,))

=dim(H*(C, J,/Ja)) — dim(H’(C, J,)),
la derniere égalité provenant de la suite exacte longue ci-dessus.

D’apres 10.4.1, on a
dim(H®(C, Ju/Ja)) = dimg (H°(C, (¢ @, 7y, 4 (paxOx, /Oy, )" ))
= 5a7
ou 0, est la valeur en a de la fonction ¢ considérée a la section 9. Il résulte
aussi de 10.4.1 qu’on a
HY(C, J,) =T,

ott W, est le sous-groupe de W& défini & la section 7.2. Combinant les résultats

précédents, on a
62 — 5, — dim(T"=).
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Supposons maintenant a ¢ Agl. Il s’ensuit que pour un certain M € £,
on aa € Ay et donc W, ¢ WM (cf. proposition 8.2.1). En particulier, le
centre de M est inclus dans 7"=. On a donc dim(7"=) > 0 et

6 < 6,

Supposons, de plus a € A" (cf. définition 9.1.1). On a donc &, < codim 4(a)
ce qui, combiné avec l'inégalité précédente, donne

(10.5.1) 62 < codim g (a).

Supposons que a ¢ AH soit dans le socle de la restriction de R F5Qld aR:

AP Par le corollaire 10.3.2 (dont on a vérifié les hypotheses en début de
démonstration)), on a l'inégalité

6 > codimy(a).

a

Mais celle-ci contredit manifestement (10.5.1). Donc tout a € Ag qui est dans
le socle de la restriction de R ff@g [d ] & APOM appartient & l'ouvert .Agl. O

10.6. Les espaces A ,. Dans ce paragraphe, on définit 'espace A, , as-
sociés a une <donnée endoscopique géométrique> de G (cf. définition 10.6.3
ci-dessous) et on en donne quelques propriétés. On ne suppose pas G semi-
simple. Les notations sont celles du paragraphe précédent. Soit a € Ag. On a
introduit & la section 7.2 le sous-groupe W, de W& qui est le stabilisateur de
la composante irréductible de Y, passant par le point coy,. Soit WY le sous-
groupe normal de W, engendré par les stabilisateurs dans W, des points de la
composante irréductible de la normalisée de Y, passant par le point ooy, . Si a
est un point géométrique de Ag localisé en a, 'ouvert V;, pointé par ooy, (avec
les notations du §7.2) est un revétement étale de 'ouvert Ug pointé par co. La
fibre de ce revétement en oo est munie d’une action du groupe fondamental
71(Us, 00). En utilisant le point ooy, de cet fibre, on obtient un morphisme

71 (Uz, 00) — Wj.
L’image de I'inertie
Ker(m (Ug, 00) — m1(C X k(a), 00))
est précisément le sous-groupe W2. On en déduit un morphisme
(10.6.1) 71 (C,00) — W, /WP,
On a une suite exacte
1 — m(C,00) — m1(Cp,00) — Gal(k/F,) — 1

qui est canoniquement scindée par le point rationnel co. On notera que 1'ho-
momorphisme (10.6.1) est stable par Gal(k/F,).
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Définition 10.6.1. Pour tout s € T , on introduit les groupes suivants
— Wy est le sous-groupe de W& défini par

We={weW%|w-s=s};

~ W9 est le sous-groupe de W& engendré par les réflexions simples as-
sociées aux racines a € ®% telles que a¥(s) = 1;
— G est le groupe réductif connexe sur k de dual de Langlands Z @(s)o le

centralisateur connexe de s dans G.

Remarque 10.6.2. Le sous-groupe W2 est un sous-groupe normal de Wi.
Il s’identifie d’ailleurs au groupe de Weyl de Gs.

Définition 10.6.3. On appelle donnée endoscopique géométrique de G la
donnée d’un couple (s, p) avec

1.86?;

2. p: m(C,00) — Ws/W0 est un homomorphisme continu et fixe par
Gal(k/Fy).

Soit (s, p) une donnée endoscopique géométrique de G et soit
As?p

la partie de A formée des a pour lesquels les conditions suivantes sont satis-
faites :

- W, C Ws;

- Wl cw?

— I’homomorphisme composé
m(C,00) = Wo /W — Wy /W?
est égal a p.

PROPOSITION 10.6.4. Pour une donnée endoscopique géométrique (s, p)
de G, la partie As , est fermée dans Ag et stable par le Frobenius T.

Démonstration. Soit G le groupe réductif connexe sur k associé a s (cf.
définition 10.6.1). Le groupe Wy, qui agit sur T', agit aussi sur 'ensemble ‘bgs
des racines de T dans Gj. Le sous-groupe W s’identifie au groupe de Weyl
de (G4, T). Soit A% un ensemble de racines simples de 7' dans Gg. Soit W
le sous-groupe de Wy qui laisse Ags fixe. On a alors une décomposition en
produit semi-direct Wy = W2 x W, L’ensemble Ags n’est pas unique mais
on passe d’un choix & I'autre par action d’un unique élément de W9 de sorte
que changer A% revient & conjuguer W par un élément W?. On complete

la donnée de Ags en un épinglage (B, T,{ X} de Gs. Par ce choix,

aEAgS )
on identifie le groupe W' & un sous-groupe encore noté W' du groupe des
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automorphismes de G qui laissent I’épinglage stable. Soit Wt le W -torseur
au-dessus de C' muni d’une trivialisation de sa fibre en oo déduit de

p 71 (C,00) = Wy /W2 ~ W,
Comme W laisse WY invariant, ce groupe agit sur carg, = t//W2 et on peut
introduire le C-schéma carg, , qui est le produit contracté

ext
carg, , = carg, VW,
On introduit également sa variante
Gm
carg, ,,p = Lp x&™° carg, , -

Ce schéma fibré au-dessus de C' est muni d’un isomorphisme de sa fibre en oo
sur carg, (déduite de la trivialisation canonique de Lp et de la trivialisation
fixée de W), En imitant la construction du §4.4, on introduit le schéma
quasi-projectif Ag;r:g qui classifie les couples a = (hg,t), ou

— hq € HY(C, carg, , p);

— t € t978 avec xa, (t) = he(00).
On a alors un morphisme évident

Gsaﬂ . -reg
XG . AGS,P — AG

La proposition résulte alors de la proposition suivante, la stabilité par Frobe-
nius étant évidente. O

ProposiTiON 10.6.5. Le morphisme ng’” défini au cours de la démon-
stration de la proposition 10.6.4 est une immersion fermée d’image Ag, ,.

Démonstration. On renvoie le lecteur a [29, props. 6.3.2 et 6.3.3]. O

Un cas particulier de la proposition 10.6.5 est celui d’'une donnée endosco-
pique géométrique (s, p) dont I'homomorphisme p est '’homomorphisme trivial
noté 1. Le fermé Ay est alors 'image du morphisme évident

Gs . pG-re
XGS . AGS & — AG,

ou Ag;reg est I'ouvert «G-réguliers> de l'espace Ag, pour le groupe réductif
G de la définition 10.6.1 (cf. §4.4). Comme cet espace Ag, n’interviendra plus
par la suite, on préfere réserver cet notation a l’ouvert G-régulier : on pose un
peu abusivement

Ag, = AGT.
On introduit comme dans la définition 4.4.1 un ouvert elliptique .AeGHS de Ag.,
qui est non vide pour des raisons de dimension.

PROPOSITION 10.6.6. La partie localement fermée x¢* (Ag,) N AZ est
non vide si et seulement si on a l’égalité

0 _ ~0
ZG*ZGS



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1721

entre les centres connexes des groupes duaux G et Gs. En cas d’égalité, on a,
de plus,
Gs ell _ _Gs( gell
x¢' (Aa,) NAG = x¢* (Ag,)-

Remarque 10.6.7. Lorsque G est semi-simple, le groupe dual G lest aussi
et la condition sur les centres est équivalente au fait que G5 donc G, est semi-
simple.

Démonstration. Soit H = Gg, ag € Ay et a = Xg(a). On a alors
W, = W,,, par une variante du lemme 8.2.2. Aussi, dans les notations on
ne distinguera pas a et ay et on omettra Xg . La démonstration résulte des
deux lemmes ci-dessous.

LEMME 10.6.8. Pour tout a € AX N Ag, on aa € A} et Z% = Zoa.

Démonstration. Soit M’ le plus petit élément de £7(T) tel que W, C
WM Soit M € LE(T) dont le dual M s’identifie au sous-groupe de Levi
Z@(Z]%[\,) de G (il s’agit du centralisateur dans G du tore central maximal

de M’). On a donc W, € WM c WM ¢t a € Ay (par la proposition 8.2.1).

Comme a € Ae“ onaM=Get Z% C Z5 don légalité Z% = Z% = Z~ et
M G H M G

a € A‘}} (par une application de la proposition 8.2.1 & H et son sous-groupe

de Levi M"). O

LEMME 10.6.9. 8i Z% = Z2, on a Afj C A

Démonstration. Soit a € .Ae“ et M le plus petit élément de £LZ(T) tel que
W, C WM. Par la proposition 10.6.5, on a W, c WH On a donc W, c WM’
ott M' € LT (T) est défini dualement It par M' = MnH. Comme a est elliptique
dans H, on a M’ = H donc H c M donc Z0 C Z0 La condition Z?{ = Z%

implique que M = G c’est-a-dire a € AY. O

ProproSITION 10.6.10. Supposons G semi-simple. L’ensemble des données
endoscopiques géométriques (s, p) de G telles qu’on ait

(10.6.2) A p NAZ # 0
est fini.

Démonstration. Lorsque s parcourt T il n’y a qu’'un nombre fini de pos-
sibilités pour les groupes Gs, W et WY, Comme le groupe 7 (C,00) est to-
pologiquement engendré par 2g générateurs, il n’y a qu’'un nombre fini de
morphismes p possibles. Il suffit donc de prouver qu’il existe un sous-ensemble
fini de T qui contient tous les s qui appartiennent a une donnée endoscopique
(s, p) pour laquelle la condition (10.6.2) est satisfaite. Soit donc un tel s et ng

S

le groupe diagonalisable des points fixes sous Wy du centre de G s Comme ce
groupe contient évidemment s, il suffit de voir qu’il est fini autrement dit que



1722 PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

sa composante neutre notée S est triviale. Soit M le centralisateur dans G du
tore S. Son dual M est un sous-groupe de Levi de G. Comme W centralise
S, on a Wy € WM. Par I'hypothese (10.6.2), il existe a € A, N AZ. On a
donc W, ¢ W, € WM. Par la proposition 8.2.1, on a a € Ay;. Comme a est
elliptique dans G, il vient M = G. Donc S est un tore central de G qui est
supposé semi-simple. Ainsi S est trivial ce qu’il fallait démontrer. O

10.7. Le théoréme cohomologique. On continue avec les mémes notations
et hypothéses. On suppose ici que G est semi-simple. Soit s € T et Gs le
groupe réductif connexe sur k de la définition 10.6.1. On munit G5 de 'action
du Frobenius 7 qui induit ’action triviale sur le groupe des caracteres de T.

Pour k-schéma X muni d’une action du Frobenius 7, on note Perv(X) la
catégorie des faisceaux pervers F' sur X muni d’un isomorphisme 7*F ~ F.
Voici un théoréme da & Ngo (cf. [29, théoremes 6.4.1 et 6.4.2]).

THEOREME 10.7.1. On suppose G semi-simple. Soit s € T tel que Gy est

semi-simple. Soit ng,ell : Agls — Agl la restriction de ng a ouvert .Agls

On a alors légalité suivante dans le groupe de Grothendieck de PerV(Agls) :

(xe )P (RIE.Q0)s = PHT(RIG, Qo1 [-2r(—r),
ou
- rs = codim 4, (Ag,) ;
- pH.(ngl}*@g)s est la s-partie de pH.(Rfél}*@g) définie au théoréme 8.5.1;
- p?—[’(ngliv*@g)l est la 1-partie de p%.(Rféli’*@g) définie au théoréme 8.5.1

pour le groupe Gs (avec 1 I’élément neutre de T').

Remarque 10.7.2. Comme G et G5 sont semi-simples, il en est de méme
de leurs duaux G et G5 = Z@(s)o. Par conséquent les centres de ces derniers

sont finis. On a donc ng = Z% = {1} et s est un élément de torsion dans T.
Soit M € LE(T). On a défini & la section 8.4 un ouvert Uy de Ag.
Cet ouvert est clairement 7-stable. L’ouvert Ag‘m de la définition 9.1.1 est

également 7-stable. Pour tout s € T\, le fermé J, As,p, o1 p parcourt 'ensemble
fini des morphismes continus et non triviaux

p:mi(C,00) = W /W,
est T-stable. Soit 5 € (T“/Z%)tors et

(10.7.1) Us = Uy NAZ" N (Ag — | Asp),
(s,0)

ou la réunion est prise sur ’ensemble fini (cf. proposition 10.6.10) des données
endoscopiques géométriques (s, p) qui vérifient
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- s € EZJ%I\;

- AeGHﬁ.As,p #0;

— p est un homomorphisme nontrivial.
Alors Us est un ouvert 7-stable de Aq. Soit

U = Us N AZ.

Pour tout s € 5Z% tel que G, est semi-simple, on a un diagramme commutatif,

ou les fleches notées y sont des immersions fermées et les autres fleches sont
des immersions ouvertes,

Z'§
ell ell Gs ell
Z/{§ m ./4G‘5 AGS

lxi lxgs,en
-5

7
G
U ——— Ay

| |

Us Unr.

-5
M

THEOREME 10.7.3. On suppose G semi-simple et & € ar en position
générale. Pour tout 5 € (T/Z]%})tors, on a l’égalité suivante dans le groupe
de Grothendieck de Perv(Us) :

(@30 CH (R PTQy)5) = @ Us) e (x4 (18, ) PH(RFEL Qo)1 [-2rs)(—rs),
S

ol

— la somme porte sur les s € EZJ%[\ tel que Gy est semi-simple;

— la 5-partie pH'(Rff’M'par@[)g est celle définie au théoréme 8.5.1;

— les autres notations sont celles utilisées ci-dessus ou dans le théoréme 10.7.1.

Démonstration. D’apres le théoreme 10.5.1, on a un isomorphisme cano-

nique
(i3 CH (RFMPYQyp)s) = (o) () (130)* CH (RF2MPIQy)5).
D’apres le corollaire 8.5.3, on a
(Js)* (@3 (PHO(RFEMPQy)s) = P(ig) PH (RFELQL)ss
S

ou la somme est prise sur les s € EZJ% d’ordre fini. Pour tout tel s, d’apres Ngo
(cf. [29, §6.4]), PH* (R, Q)5 est & support dans le fermé (|, Ag,,) N AZ C
Adl ot p parcourt les homomorphismes continus de m;(C,00) dans Ws/WP.
Par conséquent, (if,)*PH®*(R fgl’l*@g) s est & support dans le fermé U N A . Si
ce fermé n’est pas vide, 'inersection Ag, N AY n’est pas vide ce qui implique
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que Gy est semi-simple (cf. proposition 10.6.6 et la remarque qui suit). Pour
un tel s, on a

(i) PH (RELQY)s = () (08,) (X6 ) PH (RFELQ)s:

On utilise le théoréeme de Ngo (cf. théoreme 10.7.1) pour conclure. (]

11. Les s-intégrales orbitales pondérées

11.1. On a fixé a la section 4.1 une courbe C projective, lisse et connexe
sur k ainsi qu’un diviseur D et un point co € C'(k). On suppose désormais que
C provient par changement de base d'une courbe Cj sur [F,. Soit 7 I’automor-
phisme de Frobenius de k£ donné par z — z¢. On note encore 7 'automorphisme
1 x 7 de C' = Cy xp, k. On suppose que D et oo sont fixes sous 7.

Soit F' et Fy les corps des fonctions respectivement de C' et Cy. On a
F = Fy®p, k d’ott une action de 7 sur F' donnée par 1 ® 7 dont Fj est le sous-
corps des points fixes. Pour tout point fermé vy de Cy soit Fp ,, le complété de
Fy en vg et O, son anneau d’entiers. Des notations analogues valent pour F.
Le produit tensoriel complété

F ®Fo F 0,00 — H Fy
veEV, v|vg
se décompose en le produit des complétés F, pour les points fermés v de C
au-dessus de vg. On munit ce produit tensoriel de ’action continue de 7 donnée
par 7 ® 1. Cette action admet Fj,, comme sous-anneau de points fixes. On en
déduit une action de 7 sur ’anneau des adeles A de F' dont ’anneau des points
fixes est 'anneau A( des adeles de Fy. Cette action respecte le produit

0=]]0.

sur tous les points fermés de C. On définit de méme Oy. On a d’ailleurs Oy =
AyNO.

On munit la donnée radicielle du couple (G, T') de la section 2.1 de 'action
triviale de 7. Le couple (G,T') provient alors par changement de base d’un
couple analogue défini sur F, ol le tore est déployé sur F,. Cela munit le
couple (G,T) d’une action de 7. Tous les éléments de PY(T) ou de LE(T)
c’est-a-dire les sous-groupes paraboliques ou de Levi de G sont stables sous
I'action de 7. Pour tout schéma S défini sur k et toute k-algebre A tous deux
munis d’une action de 7, on note S(A)” le sous-ensemble des points fixes sous
Paction de 7. Si S est, de plus, un schéma en groupes (et 7 agit bien entendu
comme un automorphisme de schémas en groupes), S(A)” est un groupe et
on note S(A), l'ensemble des classes de 7-conjugaison (qui est donnée par
g-x = gx7(g)~!) pointé par la classe de ’élément neutre. Si, de plus, S est un
schéma en groupes abéliens, S(A), est un groupe abélien, a savoir le groupe
des co-invariants.
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11.2. Voici une autre variante d’un résultat déja évoqué de Kottwitz (cf.
[22, lemme 2.2]).

PROPOSITION 11.2.1. Soit Uy un ouvert de Cy qui contient le point géomét-
riqgue 00. Soit X, A et B les foncteurs de la catégories des schémas en tores
sur Uy vers celles des groupes abéliens définis respectivement pour tout schéma
en tores T sur Uy par

X(T) = Xu(To),
ot le membre de droite désigne le groupe des cocaractéres de la fibre de T au
point géométrique oo,
A(T) - X*(TOO)Wl(UO,oo)a
ot lindice signifie que l’'on prend les co-invariants sous le groupe fondamental
de Uy pointé par oo, et

B(T) = (T(E)\T(A))r,

ot lindice T désigne le groupe des co-invariants.

Soit s une uniformisante de Fo. Pour tout T comme ci-dessus, le mor-
phisme qui & A\ € X.(Ts) associe limage wl, dans le groupe (T (F)\T(A)),
ne dépend pas du choix de wy, et définit un morphisme de foncteur

(11.2.1) X, > B.

1l existe un unique isomorphisme de foncteur A — B qui, composé avec le
morphisme canonique X, — A, donne le morphisme (11.2.1).

Démonstration. Elle repose sur les méthodes de Kottwitz (cf. [22, preuve
du lemme 2.2]). Le foncteur B a les deux propriétés fondamentales suivantes :
il est exact & droite et pour un tore induit on a B(7) = Z. L’exactitude & droite
se montre comme dans loc. cit. §1.9 : le point clef est que le groupe H'(F,T)
est trivial pour tout F-tore (et de méme si 'on remplace F' par un complété
F,). La seconde propriété résulte du fait suivant : soit Ey une extension finie
de F et E = EyQp F on a (E*\AL); ~ Z ou Ag est Panneau des adéles
de F. Par un lemme de Shapiro, quitte a remplacer 7 par une puissance, on
se ramene au cas ou E est un corps. Soit A}E le noyau de 'homomorphisme
degré A% — Z. Le quotient EX\AL/OF, o OF est le produit des éléments
inversibles des complétés des anneaux locaux, est le groupe des k-points de la
jacobienne de la courbe projective, lisse et connexe sur k dont E est le corps
des fonctions. D’apres le théoreme de l'isogénie de Lang, ces points sont dans
I'image de 1 — 7. Il en est de méme des points de Oj; (cf. [22, preuve de la
prop. 2.3]). Il est alors facile de voir que 'homomorphisme degré induit une
bijection (E*\A%), ~ Z.

Le morphisme X, — B ne dépend pas du choix de w,, par une variante
du théoreme de 'isogénie de Lang. Il résulte de la preuve de loc. cit. lemme 2.2
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que le morphisme canonique
Hom(A, B) — Hom(X,, B)

est un isomorphisme qui envoie isomorphisme sur isomorphisme. De plus, pour
quun morphisme Hom(X,, B) soit un isomorphisme, il faut et il suffit qu’il
envoie un générateur de X, (G, r,) sur un générateur de (F*\Ay),. La pro-
position s’en déduit. [l

11.3.  Caractéristique apr et schéma en groupes J,,,. L’automorphisme
de Frobenius 7 agit sur le schéma Ag (cf. §4.4) et respecte les sous-schémas
fermés Ay pour M € L. Soit M € L&(T) un sous-groupe de Levi et ay; =
(hay»t) € Ap(k)T. L'ouvert

Uayr = oy, (carly %)

est stable par 7 et se descend donc en un ouvert noté U,,, o de Cp.
Soit eps une section de Kostant du morphisme caractéristique xas (cf.
§2.3). Sur carps, on dispose du schéma en groupes commutatifs lisse (cf. §3.2)

M _ x M
JU =yl
Par la construction de la section 5.1, on en déduit un schéma en groupes J g/[
sur carps, p. Soit
% M
Jary = hay, I -
C’est un schéma en groupes commutatifs lisse sur C' : c’est méme un schéma
en tores sur ouvert U,,, (et méme sur un ouvert en général plus gros). On

peut vérifier qu’il se descend en un schéma en groupes commutatifs lisse sur
Co, qui est un schéma en tores sur Uy, o.

11.4. L’nvariant inv,,,. La suite exacte courte
1— Joy, (A) — G(A) — Ju,, (A\G(A) — 1
donne une suite exacte longue en cohomologie d’ensembles pointés

(11.4.1) 1 — Jay, (Ag) — G(Ao) — (Jay, (A)\G(A))T
— Ker(Jy,, (A)r = G(A);) — 1,

ou le morphisme de cobord
(11.4.2) (Jap (ANG(A)T — Jy,, (A)~

associe a un élément de G(A) qui releve un élément de (Jg,, (A)\G(A))" la
classe de 7-conjugaison de g7(g)~! dans J,,, (A). Notons que I'exactitude pour
le troisieme terme signifie que deux éléments de (Jg,, (A)\G(A))” ont méme
image dans Jg,, (A), si et seulement s’ils different par une translation a droite
par un élément de G(Ay).
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La proposition 11.2.1, appliquée a 'ouvert U,,, o et au schéma en tores
sur Uy,,, 0 déduit de J,,, par descente donne un isomorphisme

(‘]aM (F)\JGM(A))T = X*(JGM,OO)Wl(UaM,OOO)‘

Les notations et les constructions de la section 7.1 valent aussi pour le
groupe M. On a donc un revétement fini, étale V,,, — U,,, de groupe de
Galois WM et un point fermé ooy, de V, - Tous ces objets sont stables par

M
7 et se descendent a des objets sur [F, notées par un indice 0.

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 7.5.1, on

obtient des identifications X, (Jy,, 00) =~ X«(T) et

X*(JaMpO)m(UaM,O,OO) ~ X, (T)Woo7

ol Wx est le stabilisateur dans WM de la composante connexe de Vg, o qui
contient le point ooy, o. La suite exacte

1 — m1(Uqy,, 00) — m1(Uqy, 0, 00) — Gal(k/Fy) — 1

est scindé canoniquement par la donnée du point cog € Co(F,;) déduit de oo.
On a donc un produit semi-direct

Wl(UaM’O,OO) = 7T1(UaM,OO) X Gal(k/IFq)

L’action de m1(U,,, 0,00) sur la fibre du revétement V,,, o — Us,,,0 au-dessus
du point géométrique oo est triviale sur le facteur Gal(k/F;). On en déduit que
le groupe Wy, n’est autre que le groupe W,,, C WM (défini comme au §7.2
mais relativement au groupe M ). En rassemblant les isomorphismes précédents,
on obtient un isomorphisme

(11.4.3) (Jass (F)\Juys (8))r = Xo(T)w, -

Définition 11.4.1. Soit aps € Apr(k)™. Soit
invay, : (Jap (A\G(A))" = Xu(T)w,,,

le morphisme défini par composition par le morphisme cobord (11.4.2) suivi
du morphisme canonique (Jg,,(A)); = (Jap, (F)\Ja,, (A)); suivi de I'isomor-
phisme (11.4.3).

Soit My le revétement simplement connexe du groupe dérivé de M. Soit
T, Vimage réciproque de T' dans My : c’est un sous-tore maximal de M.

PROPOSITION 11.4.2. Soit apr € An(k)™. Le morphisme inv,,, est a
valeurs dans limage du morphisme canonique

X*(TMSC)WGNI - X*(T)Wa]\/[ °

Avant de donner la démonstration, énongons quelques lemmes auxiliaires.
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LEMME 11.4.3. Soit apr € Ay (k)™. On a
(11.4.4) Ker(Jg,, (A)r = G(A);) = Ker(Jy,, (A); = M(A);).

Démonstration. Seule l'inclusion C n’est pas triviale. Par le lemme de
Shapiro, quitte a remplacer 7 par une de des puissances, on se ramene en un
probleme local en un point fermé de C fixe par 7. Soit g € G(F),) tel que
gt(g)~t € M(F,). Soit P € P(M) et B € P(T) un sous-groupe de Borel
tel que B C P. Un couple (P, M) qui contient (B,T) est dit standard. Le
couple Int(g~1)(P, M) est T-stable donc conjugué par un élément de G(F,)” &
un couple standard. Quitte & translater g a droite par un élément de G(F,)7,
on est ramené au cas ot Int(g~!)(P, M) est standard donc égal & (P, M). 11
s’ensuit qu’on peut supposer g € M(F,). Si, de plus, g7(g)~* € M(O,), par
une variante du théoréme de Lang il existe m € M(O,) tel que gr(g)~! =
m7(m)~1. Cela prouve le lemme. O

On définit un schéma en groupes commutatifs sur m par
IMse = {(m, X) € Mye xpm | Ad(m)X = X}.
On en déduit un schéma en groupes commutatifs lisse sur catys
JMse — 57\/[ TMse
et une variante sur cavys p noté J ngc‘ Soit

Mse _ 7%
Jor® = hg,, Jp™.

Notons que le morphisme évident IMsc — M induit des morphismes JMse —
JM et JMse — ],

LEMME 11.4.4. Soit apr € Ap(k)™. On a Uinclusion
Ker(Jo,, (A); — M(A);) C Im(J25(A); — Jay, (A)7),

ot Im désigne l'image.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 11.4.3, on se ramene
en un probléme local en un point fermé v de C' stable par 7. Par changement
de base, on voit J,,, et M comme des groupes sur F,. Soit x € J,,, (F}) et
m € M(F,) tel que x = m7(m)~!. On a alors

Coker(Mse — M) ~ Coker(JM= — J, ).

an

Comme JL‘Q/I\[;C est un tore au-dessus de F},, on sait que, pour un tel corps F,
le groupe H'(F,, J}%c) est trivial. Il s’ensuit qu’il existe m’ € Mg (F,) et
J € Ja,, (Fy) tels que m = jm/. Donc, quitte a 7-conjuguer = par j, on peut
supposer que m € Mg (F,) et donc x € JC]L\]/{;C (Fy). Pour presque tout v, Jé\]/{;c est
un tore au-dessus O, et un raisonnement analogue montre que si z € Jg,, (Oy)
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et m € M(0O,) vérifient x = m7(m)~! alors x est 7-conjugué par un élément
de Ju,,(Oy) & un élément de JM:<(0,). O

anr

Démonstration de la proposition 11.4.2. Comme ci-dessus, on a une iden-
tification

X*(‘]é\f/lsfoo)ﬂl(co,oo) = X*(TMsc)WaM :

Par la proposition 11.2.1, on obtient un diagramme commutatif ou les fleches
horizontales sont des isomorphismes

(thlwsc \JMSC )) - X*(TMSC)WaM

| |

(Jars (F)\Jap (A))7 Xe(T)wy, -

Soit g € (Ja,, (A)\G(A))". Par la suite exacte (11.4.1), la classe de g7(g)~*
dans (Jq,,(A)), appartient au noyau Ker(Jg,,(A)r = G(A);), donc a I'image
de (Js(A)); par la combinaison des lemmes 11.4.3 et 11.4.4. La proposi-
tion 11.4.2 est alors claire. g

11.5. Mesures de Haar. Le groupe Jg,,(A), est dénombrable : il apparait
en effet dans la suite exacte

Jan (F)r — Jap (B)r — (Jap, (F)\Jap (A))7

dont les termes extrémes sont dénombrables (cf. la proposition 11.2.1). On
munit alors le noyau Ker(J,,,(A); — G(A);) de la mesure de comptage. Les
groupes localement compacts G(Ag) et Jg,,(Ag) sont munis des mesures de
Haar qui donnent le volume 1 respectivement au sous-groupe compact G(QOp)
et au sous-groupe compact maximal de Jg,,,(Ap). Par la suite (11.4.1), on
en déduit une mesure sur (J,,, (A)\G(A))" qui, par construction, est G(Ag)-
invariante pour l’action a droite de ce groupe. Plus précisément, ’ensemble
(Jap (A)\G(A))7 est une réunion disjointe et dénombrable d’orbites sous G(Ag);
Porbite de g € (Ja,,(A)\G(A))" est isomorphe comme ensemble mesurable au
quotient (g71J,,, (Ao) )\G(Ap) muni de la mesure quotient (la conjugaison
par ¢ induit une bijection de g=1J,,,(Ag)g sur Ja,,(Ag) ce qui détermine, par
transport, une mesure sur g~ *.J,,, (Ag)g).

11.6. Poids d’Arthur. Pour tout P € P%(M), on a la décomposition de
Levi P = M Np et la décomposition d'Twasawa G(A) = P(A)G(O). On définit
alors une application Hp de G(A) dans X, (M) ainsi : pour tout A € X*(P) =
X*(M) et tout g € G(A)

A(Hp(g)) = — deg(A(p)),
ou p € P(A) est tel que g € pG(O).
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Remarque 11.6.1. La fonction Hp restreinte & M (A) ne dépend plus de
P : on la note Hys. On a, de plus, pour tous m € M(A) et g € G(A) 1'égalité
Hp(mg) = Hu(m) + Hp(g).

On rappelle (cf. §2.4) que ar est muni d’un produit scalaire W-invariant
et que tous ses sous-espaces sont munis de la mesure euclidienne. La définition
suivante dépend bien évidemment du choix de ce produit scalaire.

Définition 11.6.2. Pour tout g € G(A), le poids d’Arthur v{;(g) est le
volume dans af/[ de l'enveloppe convexe des projections sur af/[ des points
—Hp(g) pour P € PY(M).

Remarques 11.6.3. On a ay = aJ\G4 @ ag et la projection considérée ci-
dessus est relative a cette décomposition. Le poids est par construction inva-
riant & droite par G(O). Il est aussi invariant a gauche par M (A) en vertu de

la remarque 11.6.1. Notons aussi qu’on a v&(g) = 1 pour tout g € G(A).

11.7.  les s-intégrales orbitales pondérées. On a D = >,y d,v ou la
somme est prise sur les points fermés de C' et les entiers d,, sont pairs, positifs
et presque tous nuls (par hypothese, cf. §4.1, D est effectif et pair). Soit ="
(%), € A ol la famille est prise sur tous les points fermés v de C. Soit 1p
la fonction caractéristique de w=Pg(0). Pour tout ay € Ap(k), soit anry,
la restriction de aj; au point générique de C' qu’on voit comme un point de
catys (F). Soit

XaM = EM(CLMW) S m(F)

Notons que si aps est fixe par 7, il en est de méme de X,,,. Notons aussi que
la fibre de J,,, au-dessus de 7 est le centralisateur de X,,, dans M xj, F.

Définition 11.7.1. Soit M € LE(T) et apr € Aps(k)7. Soit s € TWenr. La
s-intégrale orbitale pondérée associée a ays est définie par

JAG/Ivs(aM) —q deg(D)|®€|/2

/ (5,inva,(9)) Lo (Ad (g™ Xay i (9) d.
(Japy (ANG(A))T

Remarques 11.7.2. On peut montrer que l'intégrande est a support com-

pact dans (Jq,,(A)\G(A))". L’intégrale est donc finie. On a choisi d’ajouter le

— deg(D)|®%|/2

facteur ¢ afin d’obtenir des formules locales uniformes.

PROPOSITION 11.7.3. Awec les notations ci-dessus, l'application
seTWau JAC;’S(GM)

est invariante par translation par Z 5
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Démonstration. On a W,,, € WM et donc ZM\ C TWen . Le morphisme

ang
canonique

Homy (X* (T)WaM s (CX) — HomZ(X* (TMSC)WaM s CX)

n’est autre que le morphisme canonique TWant — TWan /Z i La proposition

résulte alors de la proposition 11.4.2. O

12. Un premier calcul de trace de Frobenius

12.1. Enoncé du théoréme. On reprend les notations et les hypotheses
de la section 11. On suppose de plus que le groupe G est semi-simple. Soit
¢ € ar en position générale au sens de la remarque 4.9.2. Soit M € LE(T).
Sur 'ouvert Uy de la section 8.4 et pour tout entier ¢ et tout s € (T/Z%)tors,
on a introduit au théoreme 8.5.1 la s-partie de la cohomologie perverse de
Rff’M' PaQ, notée pHi(Rff’M'par@g)s. Soit a € Ag(k)™. On suppose que a est
I'image par 'immersion fermée Ay, — Ag d'un élément ayps € A$H(k)T. On a
défini a la section 11.3 un schéma en groupes J,,, sur C. On définira plus tard
un réel positif

(Jarr)
associé a la fibre générique J,,, (cf. I'égalité (12.2.4) dans la proposition 12.2.2
ci-dessous).

Soit PH!(R ff’M'par@g)w la fibre en a de la s-partie. Pour tout endomor-
phisme o gradué (de degré 0) de PH*(R ff’M'pM@g)w, soit

trace(o, p’H'(Rff’M'par@g)ays) = Z(—l)i trace(o, p’Hi(Rff’M'par@g)a,s).
1€Z

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 12.1.1. Soit apr € ASH(K)T et a = xM(an) € Ag. Soit s €
et § son image dans T/Z?\//}. Alors 5 est un élément de torsion, le groupe

TWa /Z]?? est fini et on a l’égalité suivante :

.

trace(r 1, p’H'(Rff’M_par@e)a,g)

C(JGM) _ - 'qdeg(D)@G'/QJAGjS(CLM).
vol(ays/X-(M)) - [TWe /22|

Remarque 12.1.2. Puisque ays est elliptique dans Ajys, on a l'inclusion
W, € WM (cf. proposition 8.2.1) et le groupe (f/Z}%)Wa est fini puisqu’il
est le dual du groupe fini X, (T N Myer)w, (cf. lemme 8.3.3). Cela explique
pourquoi § est de torsion et le groupe TWa /Z% est fini.

La démonstration du théoreme 12.1.1 sera donnée a la section 12.3.
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COROLLAIRE 12.1.3. Sous les hypothéses du théoreme 12.1.1, la trace
trace(r L, PH® (Rff’M_par@g)a,g)

ne dépend que de l'image de s dans f/Zﬁ

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 12.1.1 ci-dessus et de
la proposition 11.7.3. O

Dans le paragraphe suivant, on rassemble quelques résultats utiles a la
démonstration du théoreme 12.1.1.

12.2. On continue avec les notations du paragraphe 12.1 précédent. On
rappelle que G est semi-simple. Soit M € L£%(T) et X € m(Fp) un élément
semi-simple et G-régulier. Soit J son centralisateur dans G : c¢’est un sous-
F-tore de M stable par 7. On suppose que J vérifie les deux propriétés sui-
vantes :

1. le F-tore J/Z) est anisotrope;
2. le tore J X Fix est déployé sur Fi.
Soit
K = G(Oy).
Soit j € J(A) et
W ={(gK,5) € G(A)/K x J(F) | 6jT(gK) = gK}.
Le groupe J(F') opere sur W par
- (9K, 8) = (vgK,v0r(7) 7).

Soit € € ar (pour le moment, il n’est pas nécessaire de supposer £ en position
générale) et W le sous-ensemble de W formé des couples (g, d) qui vérifient
les deux conditions suivantes :

(12.2.1) Ad(9)1(X) € w Pg(0)
et
(12.2.2) Emr € evx(—Hp(9)) pep(m)

ou &) est la projection orthogonale de & sur aps et cvx désigne ’enveloppe
convexe.

Comme J(F) centralise X et que la fonction Hp est invariante a gauche
par M(F) et a fortiori par J(F), le groupe J(F) laisse le sous-ensemble W¢
globalement stable. Soit [J(F)\W¢] le groupoide quotient. Le but de cette
section est de donner une formule pour le cardinal du groupoide [J(F)\W¥]
défini

(12.2.3) WA= Y | Autyey ()]
v J(F)\WE
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ot 'on somme sur un systeme de représentants des orbites de J(F) dans W¢
les inverses des ordres des stabilisateurs (avec la convention que l'inverse de
I'infini est 0).

Pour tout g € G(A), soit 1,74 la fonction sur aps caractéristique de 1'en-
veloppe convexe des points —Hp(g) pour P € P(M). Soit

wis(9) = {1 € Xu(M) | Larg(€nr +p) = 1} 5
c’est un entier.

LEMME 12.2.1. La fonction w% est invariante a gauche par M(A).

Démonstration. On renvoie le lecteur a [11, lemme 11.7.1]. O

Soit
(J(ANG(A)™
la partie ouverte et fermée de (J(A)\G(A))” formée des g tels que la classe
de g7(g9)~! dans (J(F)\J(A)), soit égale & celle de j. On munit J(Aq) de la
mesure de Haar qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal et
J(Fp) de la mesure de comptage. Rappelons que G(Ag) est muni de la mesure

de Haar qui donne le volume 1 & K. Comme a la section 11.5, on en déduit
une mesure sur (J(A)\G(A))" et donc sur (J(A)\G(A))™.

PROPOSITION 12.2.2. Soit J(Ag)! = J(Ag) N Ker(Hy) ou Hyy est le
morphisme défini a la remarque 11.6.1 et

(12.2.4) c(J) = vol(J(Fo)\J(Ao)!) - | Ker(J(F), — J(A),)].
Alors c¢(J) est fini et on a l’égalité
IENWE = () [ 1p(Ad(g™)X) i, (9) dy.
(J(AN\G(A))7I

ou l'intégrale est finie.
Avant de donner la démonstration énongons deux corollaires.

COROLLAIRE 12.2.3. Rappelons que [’ensemble W dépend du choiz de
j € J(A). Le cardinal du groupoide [J(F)\W¢] ne dépend que de la classe de
j dans (J(P)\J(A))r.

Démonstration. L’ensemble (J(A)\G(A))™ ne dépend que de la classe de
j dans (J(F)\J(A)),. Le résultat est alors une conséquence immédiate de la
proposition 12.2.2. O

COROLLAIRE 12.2.4. Supposons, de plus, & en position générale (cf. re-
marque 4.9.2). On a alors
c(J) /
vol(anr/ X« (M) Jeranea)i

[TENWE]| = 1p(Ad(g~1)X) vfi(9) dg.
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Démonstration. Pour £ en position générale, on a I'égalité entre
/ 1p(Ad(g™)X) u, (g) dg
(J(ANG(A))™
et
vol(aas/X.(M)) ! [ 1o(Ad(g™)X) o5 (g) do.
(J(AN\G(A))™

Celle-ci repose sur les formules qui relient les poids w?u(g) et v§;(g) et se

démontre exactement comme le théoreme 11.14.2 et son corollaire 11.14.3 de
[11]. Le résultat se déduit alors de la proposition 12.2.2. O

Démonstration. Puisque J est anisotrope modulo Zj (cf. assertion 1), le
quotient J(Fp)\J(Ag)! est compact donc de volume fini. Le groupe

Ker! (T g, J(F5P))

du lemme 12.2.5 est fini pour tout Fp-tore J. Le lemme 12.2.5 implique la
finitude de Ker(J(F), — J(A),). Ainsi la constante ¢(.J) est finie.
Soit
Y :GA) = G(A)

I'application définie par ¢(g) = g7(g)~'j~!. L’application (¢gK,d) — J(F)gK
induit une bijection de J(F)\W sur J(F)\v~}(J(F))/K. De plus, le centra-
lisateur de (gK,d) dans J(F) est J(Fp) N gKg~'. L'égalité (12.2.3) se récrit
donc

[TENWE]| = > |[J(Fo) NgK g~ [ 1p(Ad(g™")X) Lazg(Enr)-
GET NG (I(F))/ K

Le groupe G(Ay) agit par translation a droite sur G(A) sans point fixe. L’en-
semble 11 (F) est donc une réunion disjointe et dénombrable d’orbites sous
G(Ay), toutes isomorphes & G(Ag). Par transport, on en déduit une mesure
sur ¢~ }(F) invariante & droite par G(Ag). On munit J(F) de la mesure de
comptage et J(F)\y~1(J(F)) de la mesure quotient. On a alors

(1225 [IF)\W = [ 1o(Ad(g™)X) Ly (ar) dy.
JENY~L(J(F))
Puisque J est déployé (cf. assertion 2 ci-dessus), le morphisme Hj; se restreint

en un morphisme surjectif de J(Ag) sur X, (M) de noyau J(Ag)'. Pour tout
g € G(A), on a I'égalité (cf. [11, démonstration de la proposition 11.9.1])

/ Littg (ar) dt = vol(J(Fo)\J (A0)") - w, (g).
J(Fo)\J (Ao)

La suite exacte

0— J(F) — JA) — J(F)\J(A) — 0
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donne la suite exacte en cohomologie
0 — J(Fo)\J(Ag) — (J(F)\J(A))" — Ker(J(F)r — J(A);) — 0.

On munit alors (J(F)\J(A))” de la mesure dont le quotient par celle de
J(Fp)\J(Ao) donne la mesure de comptage sur Ker(J(F), — J(A);). En uti-

lisant la suite exacte ci-dessus et l'invariance de w?w a droite par M(A), on
obtient

(12.2.6) / s ig(Ear) dt = c(J) - w (g).
(TN (A))"

Le groupe (J(F)\J(A))" agit sans points fixes sur J(F)\y~1(J(F)). L’ap-
plication qui, & g € ¥ ~1(J(F)), associe sa classe dans J(A)\G(A) passe au quo-
tient en une application surjective J(F)\v~1(J(F)) — (J(A)\G(A))™ dont
les fibres sont les orbites sous (J(F)\J(A))". On a donc

(JENT(A)\T(F)\ (T (F)) = (J(AN\G(A))™
et cette bijection est compatible & nos choix de mesures. En combinant (12.2.5)

et (12.2.6), on obtient la proposition. L’intégrale est finie car I'intégrande est
a support compact. O

LEMME 12.2.5. Soit F*°P une cloture séparable de F' et I'g, le groupe de
Galois de F5P sur Fy. Soit
Ker! (T, J(F5P)) = Ker(H' (', J(F5P)) — H (T, J(Ag @, F5P)).
On a une identification naturelle

Ker! (T, J(F*P)) = Ker(J(F), — J(A),).

Démonstration. On a la suite exacte
0 —Tp—Tpg — Gal(F/Fy) — 0,

ou I'r est le groupe de Galois de F*P sur F'. Le groupe de Galois Gal(F'/Fp)
de F' sur Fp s’identifie au groupe de Galois de k sur F, donc a 7. Soit Wg,
I'image réciproque de Z dans I'p,. On munit Wg, de la topologie qui fait de
I'r un sous-groupe ouvert de Wg,. On a donc une suite exacte

0 —Tp— W —7Z—0.

Cette suite exacte donne le diagramme commutatif suivant a lignes exactes
d’inflation-restriction

0 — H'(Z, J(F)) H (Wi, J(F*P)) HY(Dp, J(F*P))

| | |

0— HYZ,J(A)) — H' (Wg,, J(A ®@p F5P?)) — H'(Tp, J(A @ F5P)).
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On sait bien que pour un tel corps F les termes de droite sont nuls. Ceux
de gauche s’identifient, respectivement de haut en bas, a J(F), et J(A),. Il
s’ensuit qu’on a l'identification
(12.2.7)

Ker(J(F), — J(A);) = Ker(H (Wg,, J(F*P)) — H*(Wpg,, J(A @p F5P)).

Puisque J est stable par 7, on peut le voir comme un tore sur Fy. Soit Ey une
extension finie de Fjy dans F*°P qui déploie J. La suite exacte

0— WEO — WFO — Gal(Eo/FD) —0

donne comme précédemment le diagramme commutatif suivant a lignes exactes
d’inflation-restriction ot I'on pose I'g, /r, = Gal(Eo/Fp) :

HY (W, J(F*P))

HY(T gy /5y, I (Bo)) = H (W, J (F*P))

HYT g, 5y, J(Ao®p, Eo)) = H'(Wpg,, J(AQp F*P)) — H'(Wg,, J(AQp F5P)).

Montrons que la fleche verticale de droite est injective. Puisque J est déployé
sur Ey, il suffit de le prouver pour le tore Gy, g,. Par (12.2.7), on est ramené
a démontrer que la fleche F — AX est injective. Mais tout z € F* d’image
triviale dans AX est une unité en toute place, donc un tel x appartient a £*
et est de la forme y7(y)~! pour un élément y € k*.

Cette injectivité étant acquise, on en déduit I’égalité entre

Ker(HY(Gal(Ey/Fy), J(Fo)) — H (Gal(Ey/Fy), J(Ao ®F, Fp)))
et
Ker(HY(Wg,, J(F5P)) — HY(Wg,, J(A @ F*P))

ce qui, combiné avec (12.2.7), donne le lemme. O

12.3. Démonstration du théoreme 12.1.1. Les notations sont celles de la
section 12.1. Le groupe fini T'(Qys, m(J!)) des sections globales sur €y, du
faisceau (71 agit sur PH(RfMPQ,) (cf. 8.5). Comme ce groupe fini
recoit le groupe X, (T' N Mger), on a également une action de ce dernier sur
la cohomologie perverse. Soit ay € ASY (k)™ et a son image dans Ag(k)™. La

décomposition (8.5.1) du théoreme 8.5.1 donne 1’égalité suivante de traces pour
tout A € X (TN Myer) :

trace((Ar) "L, PHO(RFEMPEQ,),)
— S (s, N trace(r T PR (RFEMPTQy) s0),

ES (j—\‘/Z]gM\)tors

ou l'accouplement (-,-) est I’accouplement canonique entre T/Z?/W\ et X,.(T'N
Mder)'
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L’assertion 1 du théoreme 8.5.1 montre que, dans la somme ci-dessus, le
terme associé a s est nul sauf si s appartient au groupe fini (T/Z]%[\)Wa (pour
un commentaire sur ce groupe, cf. la remarque 12.1.2). On se limite donc a
de tels s. La trace de (A7)~! sur la cohomologie perverse ne dépend que de
la classe de A dans le groupe des co-invariants X, (7' N Myer)w, (cf. (8.3.1) et
proposition 8.3.1). Par inversion de Fourier sur le groupe fini et commutatif
(T/Z%Z)Wa de dual X, (7' N Mger)w,, on obtient la formule suivante pour tout

T /70 \Wq .
s € (T/ZM\) :

(12.3.1)
trace(r 1, PH® (Rff’M‘par@g)s,a)
= [(T/2%) "~ > (s, A) trace((Ar) ™", PHO(RFEMPQy),a).

XX (TNMaer)wy,
Soit A € X, (T N Mger). On a les égalités suivantes :
(12.3.2)  trace((Ar) ™1, PH(RFEMPQy),) = trace((Ar) !, H*(M§, Qy))
= |ME(k)M].

La premiere égalité relie la trace de (A7)~! sur la cohomologie perverse a la
trace (alternée) de (A7)~! sur la cohomologie de la fibre en a de M¢ (notée
MS). Elle se démontre comme dans [27, lemme 3.10.1]. La seconde égalité
résulte d’une version champétre de la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz. Elle relie cette trace au cardinal, noté entre deux barres, du
groupoide des k-points de MY qui sont fixes sous A7. Nous allons main-
tenant décrire ce groupoide. On reprend les notations de la section 11. On
y a défini un schéma en groupes J,,, sur C, stable par 7 (cf. §11.3), ainsi
qu’'un élément X,,, € m(Fp) (cf. §11.7). On a le résultat suivant.

LEMME 12.3.1. Le groupoide M&(k) des k-points de la fibre en a de MS
est équivalent au groupoide quotient de l’ensemble des g € G(A)/G(O) tels que

(12.3.3) Ad(g)"H(X) € w~Pg(0)
et
(12.3.4) Em € evx(—Hp(9)) pep(ar)

par laction par translation a gauche du groupe Jgq,, (F).

Démonstration. C’est une conséquence facile de la proposition 7.6.3 de [11].
O

Le groupe X,(T N Mge) agit sur la fibre M§ via le morphisme X, (7 N
Myer) — J} considéré a la section 8.3 (cf. aussi §7.3) et I'action de J,! sur M§
(cf. 6.6). Soit @, une uniformisante de O,. Rappelons que pour construire ce
morphisme, on identifie canoniquement J, a T sur Oy (cf. proposition 7.3.1)



1738 PIERRE-HENRI CHAUDOUARD et GERARD LAUMON

et 'élément w?, € T(Os) ~ J,(Os) s'interprete comme une donnée de recol-
lement qui définit un J,-torseur sur C. En fait, on a aussi une identification
canonique de J,,, & T sur O et on note jy € J,,,(Ox) I'élément correspon-
dant & w2, dans cette identification.

LEMME 12.3.2. Le groupoide MS (k) est équivalent au groupoide quo-
tient de l’ensemble des couples (g,d) € G(A)/G(O) x Jgu,, (F) qui vérifient les
conditions (12.3.3) et (12.3.4) du lemme 12.3.1 pour g et la condition

Jx67(9) =g
par Uaction de Jq,,(F) donnée par la translation & gauche sur g et la T-con-
Jjugaison sur d.

Démonstration. Elle résulte de la description du lemme 12.3.1, de la défin-

ition des points fixes d’'un groupoide sous un automorphisme (cf. par exemple

[11, §11.2]) et de la description adélique de I'action de J; (laissée au lecteur).
U

Voici une variante du lemme 12.3.2 qui va nous permettre d’utiliser les
résultats de la section 12.2.

LEMME 12.3.3. Le groupoide M (k)N est équivalent au groupoide quo-
tient [Ja,, (F)\W¢] défini a la section 12.2 relatif auz données X,,, et jn.

Démonstration. La seule difficulté est de voir que le morphisme évident de
[Ja,, (F)\WE] vers le groupoide quotient considéré au lemme 12.3.2 est essen-
tiellement surjectif. On utilise pour cela la variante du théoréeme de Lang qui
montre que 1 — 7 est une application surjective de G(Q) dans G(O). O

On en déduit le lemme suivant.
LEMME 12.3.4. Pour tout A € X,.(T N Mger), on a
trace((AT) ' PHO(RfEMPUQ),)

_ C(JaM)

= : 1p(Ad(g~HX)v$(g) dg.
vol(ay /X (M)) ‘/(JaM(A)\G(A))ij)\ p(Ad(g)X)vs(9) dg

Démonstration. L’égalité cherchée est une simple combinaison de 1’égalité
(12.3.2) et du corollaire 12.2.4 (rappelons qu’on suppose que £ est en position
générale).

LEMME 12.3.5. Pour tout s € TW“/Z%/[, on a l'égalité entre

trace(r 1, p?—['(Rff’M_par@z)s,a)
et
¢(Jarr) - | Ker(Xo(T 0 Maer)wa = Xe(T)wa)| | gAes(D)I®91/2 | 1Gis(
vol(ans/X. (M) - |(T/Z2)We] N

anr).
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Démonstration. Soit s € j“\Wa/Z%}. L’égalité (12.3.1) combinée au lemme
12.3.4 donne la formule suivante pour trace(r !, pH'(Rff’M'par@g)s,a) :

c(Janr) _
vol(ars /X (M)) - (T /Z%)We |

D DR OV _1p(Ad(g™H)X) vfy(9) dy.
AeX (TNMyer)wry, (Japr (ANG(A)) X

Le quotient
(Jar (AN\G(A))T

n’est autre que 'ensemble des g € (Jg,, (A)\G(A))" tels que inv,,, (g) est égal
a l'image de A dans X, (T)w,. Par la proposition 11.4.2, I'image de l'invariant
inv,,, est incluse dans I'image du morphisme X, (7' N Mger) — X«(T)w,. On
en déduit que la somme

> e 1p(Ad(g)X) o8 () dg
AEX (TNMer)w, (Japg (ANG(A))TX
est égale a
| Ker(X.(T 0 Maer)w, = Xo(Dhw, )| - ¥ V2 J5 (any)
ce qui donne le résultat. ([l
Le lemme 12.3.5 donne le théoreme en vertu du lemme 12.3.6 suivant.
LEMME 12.3.6. On a l’égalité

’ Ker(X* (T N Mder)Wa — X* (T)Wa)’
T /70 \W,
(T /22 )]

=T/ 2%

Démonstration. La suite exacte
0 — Xu(T N Mger) — Xu(T) — Xu(M) — 0

donne la suite exacte de co-invariants (rappelons que W, C WM agit triviale-
ment sur X, (M))

0 — I — Xu(T'NMier)w, — Xu(T)w, — Xu(M) — 0

avec I = Ker(X. (T N Myer)w, — X«(T)w,). En appliquant le foncteur exact
Homy(-,C*) & cette suite, on obtient la suite exacte de groupes

1— 2% — TWe — (T\/Zg?)Wa — Homg(I,C*) — 0.
On en déduit que l'ordre de Homy (I, C*) est égal au rapport entre les ordres

des groupes finis (T/ ZJ%)W“ ot TWa / Z?\//] ce qui donne 1’égalité cherchée puisque
cet ordre est aussi celui de I. O
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13. Avatars stables des intégrales orbitales pondérées

13.1. Dans cette section, on reprend dans notre contexte le formalisme
introduit par Arthur pour stabiliser les intégrales orbitales pondérées. Comme
dans tout l'article, G est un groupe réductif, connexe défini sur k et T un
sous-tore maximal. On a une bijection naturelle M — M (cf. 2.5) entre LE(T)
et les sous- groupes ¢ de Levi de G qui contiennent T. Pour tout s € T et tout
sous-groupe H de G on note H la composante neutre du centralisateur de s
dans H et H s son dual sur k.

13.2. Soit sy € Tet M = ]\/ISM. On a M’ = M si et seulement si sy est
central dans M. Soit E$(spr) 'ensemble (fini) des sous-groupes H de G pour
lesquels il existe un entier n > 1 et une famille finie s = (s1,. .., s,) d’éléments
de T qui vérifie

- 81 € SMZA/Z et s; € Zﬁ, pour ¢ > 2;

— Hestla composante neutre du groupe

—~

Gs,N...NGy,.

Remarques 13.2.1. Tous les groupes de EAC}Y[(S a) sont réductifs, connexes
et de méme rang, a savoir la dimension de f

Pour tout H € EG (spr), on a MnH= MSM En particulier, G € EG (sur)
si et seulement si sy € Z TP

On définit de méme un ensemble £F(sps) pour tout L € L% (M). On
a une inclusion évidente L (spr) C E§(spr). Plus généralement, pour tout
s € sy Z—, on définit £C5(spr). On a d’ailleurs 95 (spr) = £55(1) ou 1 est

1’élément neutre de 7.

Définition 13.2.2. Soit Ly C Ly deux sous-groupes réductifs et connexes
de G qui contiennent 7. On dit que L est elliptique dans Ly si I'une des deux
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1. les centres connexes de El et f)g sont égaux;

2. le quotient Z7 /ZE2 est fini.

Pour tout L € £%(M), soit 5]%/[,ell(SM) C &L (sur) le sous-ensemble des
sous-groupes He EL (snr) qui sont elliptiques dans L.

LEMME 13.2.3. On a ’égalité suivante ot la réunion, dans le membre de
droite, est disjointe :

51\%(5M): U g]%/[,ell(SM)‘
LeL(M)
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Démonstration. Soit H € EM(SM) Le centralisateur du centre connexe
de H est un sous- groupe de Levi L de G qui contient H. Par suite, on a
Z0 C ZA - Z =~. On a donc Z0 Z ot H est elliptique dans L. Tout autre

sous-groupe de Levi L qui Contlent H comme sous-groupe elliptique vérifie
79 = 79 et donc L' = L. O
L H
PROPOSITION 13.2.4. Soit sy € T et M’ = M,,,. Pour toute application

J ¢ Efren(sm) — C,

il existe une unique application
St Efren(sm) = C

telle que la relation suivante

(13.2.1) S(H)=J(H) - 3 25 /25| S(H,)
S€Z5, /75, s#1

soit satisfaite pour tout H € SJ\C}Y[@H(SM).

Remarque 13.2.5. Soit H e Sen(sM) Pour tout s € Z,, le groupe H,
appartient & £/ (syr) et ne dépend que de la classe de s dans M'/Zﬁ‘ Si Hy
n’est pas elliptique dans H, le quotient Z 3 /Z 7 West pas fini et, par convention
on pose | Z5 / ]‘1 = 0. Ainsi la somme sur s ne fait intervenir que des S (ﬁ s)
pour lesquels H appartient a £ M, an(sar). Comme il n’y a qu’un nombre fini de
tels H s, 1e support de la somme sur s est fini, puisqu’inclus dans une réunion
finie de quotients finis Z5 /Z o~

Démonstration. Soit H € € G (spr). Remarquons que si s € Zy et s ¢ Zy

alors dlm(H s) < dim(H ) En particulier, si H est de dimension minimale, la
relation (13.2.1) se réduit a

S(H) = J(H).

Une récurrence sur la dimension des groupes H donne 'existence et 'unicité
de S. (|

COROLLAIRE 13.2.6. Soit spr € T. Pour toute application
J &5 (sm) — C,
il existe une unique application
S : ES(sy) = C

telle que pour tout L € L(M), la restriction de S a Sf/[’eu(sM) soit lapplication
déduite de la restriction de J a EX(syr) par le lemme 13.2.4.
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Démonstration. Elle découle du lemme 13.2.3 et de la proposition 13.2.4.
O

13.3. Awatar stable de J]\Gjl (apr). On reprend les notations de la section 11.
On introduit la définition suivante. On note 1 I’élément neutre de 7.

Définition 13.3.1. Soit M € LE(T) et apr € Ap(k)™. L’application
H € &5(1) = Sjanr)
est I'application déduite de I’application de la définition 11.7.1
H € £51(1) = Jy1" (an)

par le corollaire 13.2.6.

14. Un second calcul de trace de Frobenius

14.1. On reprend les hypotheéses et les notations des sections 10, 11, 12. Le
résultat principal de cette section est le théoreme suivant qui est un calcul d’une
trace de Frobenius sur un prolongement intermédiaire en terme de la variante
stable des intégrales orbitales pondérées J]\G/[’l(a ) de la définition 11.7.1.

THEOREME 14.1.1. Soit G un groupe semi-simple, M € L et ay €
A (k). Soit a = xM(an). On suppose que a € AX™. Soit j immersion
ouverte
g AZ — Ag.
On a alors U’égalité entre

trace(r L, (ji (PH® (ng}*@é)l))a)

et
(Jay,) .qdeg(D)|<I>GI/2 o
vol(ans /X (M) - [TWe /2% -1 2% 1 Zg
ou

1. pH.(Rfél}*@g)l est la 1-partie de pH.(ngl,l*@g) (cf. théoréme 8.5.1);
2. son prolongement intermédiaire a Ag est notée ji ;

3. les notations dans le membre de droite, a Uexception de S$;(apr) sont
celles du théoréeme 12.1.1;

4. S (anr) est la variante de lintégrale JACZ}’l(aM) introduite a la définition
13.3.1.

Ce théoreme est nontrivial. S’il repose en partie sur des arguments de
comptage (c’est-a-dire sur le théoreme 12.1.1), sa démonstration requiert aussi
le théoreme cohomologique 10.7.3. Ce dernier point explique la condition a €
Ag?n. La démonstration se trouve au paragraphe suivant.
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14.2. Démonstration du théoréme 14.1.1. On reprend les hypotheses du
théoreme 14.1.1. Pour tout H € SAG/[’QH(I), on définit S (ays) par 1'égalité
suivante :

trace(r ™, (ju (CH(RFLT1))) =

o(Jay,) - q2E DN/ i

vol(ans /Xy (M)) - [TWa /2% |1 2% N Z| wr(anr)-
) M M G

Il s’agit de voir qu’on a
(14.2.1) St (anr) = St (anr).

Comme A" N Ay C AP (cf. lemme 14.3.1), on peut supposer, en rai-
sonnant par récurrence sur la dimension des groupes, que 1’égalité (14.2.1) vaut
pour tout H € 5]\%7611(1) tel que H # G. Montrons que le point a = x¥ (a)
appartient a 'ouvert (notation de (10.7.1) pour § = 1)

ul = UM ﬂ A%On ﬂ (AG - U As,p);
(s,p)

ou la réunion est prise sur ’ensemble fini (cf. proposition 10.6.10 des données
endoscopiques géométriques (s, p) de G qui vérifient

~se 7%,

ell M

A NA, #0;

— p est un homomorphisme nontrivial.

Comme A} C Uy (cf. la définition de Uy, donnée au §8.4), il reste &
voir qu’on a a ¢ A, pour tout couple (s, p) qui vérifie les trois conditions ci-
dessus. Soit (s, p) une donnée endoscopique géométrique de G tel que s € Z%Z
et a € As . Puisque a = x¥ (apr), on a W, € WM (cf. proposition 8.2.1). Or

la condition s € Z%/[ entraine W™ c W2. Donc p est nécessairement trivial.

I sur la fibre en a de 'égalité du

el
C(JGM).qdeg(D)@ /2 on
VOl(ﬂM/X*(M))'|TW“/Z%I| ’

On peut donc prendre la trace de 7~

théoreme 10.7.3. Apres simplification par le facteur

trouve ’égalité
Ttan) = 30 12% 0 Zg |71 85 (an),
S

ou la somme est prise sur les s € Z%Z tels que G s soit semi-simple. Comme les
termes dans la somme de droite sont invariants par translation par ZJ%} NZg,
on a aussi
G,1 _ 0 0 -1 3Gs
T an) = Y1280 2511280 25 |+ 56 (o),
S

ou, cette fois-ci, la somme est prise sur les s € Z](‘)?/(Z%[\ N Za) tels que @s

soit semi-simple. Puisque M est un sous-groupe de Levi de G et de @S, on a
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Zs = Z@Z?/V[\ et Z5 = Z(A;SZ%/[' En particulier, on a Z(A;S C Za(Z%J\ﬂZas). On
en déduit les isomorphismes
0 0 ~
et
(25N Z5)/(Z25N0Z5) = Z5 |25,
on obtient

G,1 —13Gs
Tyi (an) = Do 1Zg /25| S (an),
SEZ]G/ZE
ou, par la convention habituelle, I'inverse du cardinal d’un ensemble infini est
nul. Par hypothese de récurrence, on a Sfj(aM) = SJ\GJS(CLM) pour s # 1. 1
vient alors

& G, —1gGs
St = IS )~ S 125 /25755 ()
SEZK/}/ZEE,S#l
G,1 - s
I~ Y 125./2517 S5 (an).

SGZ]Q/Z/G\,S;H

Or cette derniere expression est précisément SJ\C}} (apr) ce qui termine la démon-
stration.

14.3. Le lemme suivant a servi dans la démonstration du théoreme 14.1.1.

LEMME 14.3.1. Soit H un groupe dual d’un sous-groupe réductz'fﬁ de
G qui contient T. Soit Ay — Ag Uimmersion fermée canonique (induite par
Vinclusion WH ¢ W), On a alors

AR A ¢ AR

Démonstration. D’apres la section 9, on dispose sur Ay d’une fonction
6" et sur Ag dune fonction 6. Soit a € A", On a donc codim 4, (a) > 0.
Supposons de plus a € Agy. On vérifie la formule suivante :

codimy,, (Ag) = (dim(G) — dim(H)) deg(D)/2 = 6¢ — 61,

La premiére égalité provient du calcul de la dimension de Ag par la formule
de Riemann-Roch et la seconde résulte de la formule de Ngo-Bezrukavnikov, cf.
lemme 9.12.1 (cf. aussi [29, §4.17]). On en déduit aussitot 'inégalité codim 4,,(a)
> 61 qu’il fallait démontrer. O
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15. Une forme globale du lemme fondamental pondéré

15.1. Le théoreme suivant, qui est le résultat principal de cette section,
est une forme globale du lemme fondamental pondéré d’Arthur.

THEOREME 15.1.1. Soit M € LE et sy € T. Soit M’ de dual M’ = M, .
Soit arr € AL (K)T. Par abus, on note encore ayy 1élément A (apr). On fait
les hypotheéses suivantes :
/\/ r ’ \ - .

- ]l/[\ C M (c’est-a-dire sy & Zi3) 5

— M est elliptique dans M (ce qui équivaut a ap € ASH(K)) ;

— ’¢élément Xg,(GM) appartient a Agon.
On a alors l’égalité suivante :

G,S - s
T an) = |Zg /250 >, |25 /257 S (am).

SES]WZIG/Za

15.2.  Démonstration du théoréeme 15.1.1. Commengons par le cas d’un
groupe semi-simple. Montrons le lemme suivant.

LEMME 15.2.1. Soit a = XM (ayrr). Alors a appartient & Uowvert Us,,
défini en (10.7.1).

Démonstration. Par hypothese, on sait que a appartient a .Agon. L’hy-
pothese M’ est elliptique dans M implique que a € Al (cf. proposition 10.6.6)
et donc a appartient a 'ouvert Uy, du §8.4. Soit (s, p) une donnée endoscopique
géométrique (cf. définition 10.6.3) telle que les trois conditions suivantes soient
satisfaites :

- s5€s MZJ(‘)?;

- AN A, #0;

—a € Asp.

Puisque ay € Ay, ona W, ¢ WM (par une variante de la proposition 8.2.1).
Comme on a WM c W0, on a aussi W, C W2 et p est nécessairement trivial,
Cela termine la démonstration. O

Prenons £ en position générale. Le théoreme 10.7.3 spécialisé au point
a € Us,, entraine une identité de traces de Frobenius qui s’explicite ainsi par
les théorémes 12.1.1 et 14.1.1 (cf. aussi lemme 14.3.1) :

e G
C(Ja]\/j) : qd g(D)f |/2 JG,S]\{ (aM)
vol(an /X (M)) - [TWa /2% "M

(Ja,, ) - glea(D)NeC1/2 o
=2 AN W70 0 - Sy (@),
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ou la somme est prise sur les s € s MZ]%[\ tels que G soit semi-simple. L’hy-
pothese M’ elliptique entraine les égalités 7% = Z]%,, ay = app (en tant
qu’espace euclidien) et X,.(M) = X,(M'). Apres simplification, on obtient
I’égalité

JSM (g Z|ZO N Zg 7185 (an)

pour le méme ensemble de sommation, qu’on peut réécrire (comme dans la
démonstration du théoreme 14.1.1)

S5 (g ZOmZ|
Zyzo mZ\ ¥ (anr)

ou cette fois-ci la somme est sur les s € SMZM/Z]%} N Z@ tels que G est
elliptique. La suite exacte

—>(Z]\A4HZ )/ Zg — Zg /Z — 25, /25— 1

(ou la surjectivité provient des égalités Zs, = Zg ZQ\/ et Z0 = Z]%}) et
I’isomorphisme
~ 0 0
(Za5 N ZM\)/ZCA} = (Z]\/Z N Zas)/(Z]\/i N Z@)

entrainent la formule o

(25025l 1Z5./75

|ZJ?7QZ§S| \Z /Z |
Tous les ordres dans la formule ci-dessus sont finis si G est elliptique. Dans le
second membre dette formule, le dénominateur est infini si G5 n’est pas ellip-

tique auquel cas son inverse vaut par convention 0. En utilisant I’isomorphisme
Z?\’Z/Z%Z NZg= Z53/Zg, on obtient I'égalité

G,S V1 - S
Iy M an) = 1255,/ Z ] EZ ., |Zs /75| 857 (anr)
EISEY Vs ]T/} /G\

qu’il fallait démontrer.
Le passage d’'un groupe semi-simple & un groupe réductif quelconque est
laissé au lecteur.

16. Formalisme d’Arthur de la stabilisation des intégrales
orbitales pondérées

16.1. Cette section reprend les notations et les définitions des sections 13.1
et 13.2. Elle est indépendante des autres parties de ’article. On développe dans
un contexte abstrait le formalisme d’Arthur de la stabilisation des intégrales
orbitales pondérées et de leurs formules de descente et de scindage (cf. [3] par
exemple). On donne plusieurs propositions qui nous permettront ensuite de
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déduire le lemme fondamental pondéré de la variante globale donnée par le
théoreme 15.1.1. Tous les résultats reposent sur les méthodes d’Arthur.

16.2. Soit M € LY. Rappelons que pour tout sy; € f, on a défini a la
section 13.2 des ensembles finis 51\G4,e11(5 M) C ES(sar) de sous-groupes réductifs

de G qui contiennent T. Pour tout sous-groupe de Levi de G contenant T' , soit
LY (M) I’ensemble fini des sous-groupes de Levi de G qui contiennent M. Cet

ensemble est en bijection naturelle avec £¢(M). On pose £E = £E(T). Cette
définition vaut plus généralement pour un sous-groupe réductif de G et un de
ses sous-groupes de Levi.

Définition 16.2.1. Soit sy € T et M' = M\SM. Pour toute application
J gJGM,ell(sM) — C.
Soit
JEG) = 1Zg )25 Y. 1Zg /Za17S(GY),
SES]V[Z]Q/ZE
ou S est I'application déduite de J par la proposition 13.2.4.
Remarque 16.2.2. Si sy € Zg;, on a M=DM et Ge g]\%’eu(SM). Dans ce
cas, on a JE(G) = J(G). En effet la formule ci-dessus se réécrit
JEG) =S@)+ > 125/%:17S(G)
sGsMZ]fV;/Za,sil

—. .

et la somme sur s ci-dessus est égale a J(G) — S(G) par la formule (13.2.1).

Remarque 16.2.3. Par le lemme 13.2.3, on a £§;(sar) = Urecn Efren(sar)
ol la réunion est disjointe. Pour toute application J : £$(sas) — C, on obtient
donc une application

7 £C(M) > C
donnée par la définition 16.2.1.
Définition 16.2.4. Soit M € LY et sy € T. On dit qu’une application
J : E§an(sm) U{G} —C
est stabilisante si elle vérifie 1'égalité J (é\) =J 5(@) On dit qu’une application
T ES (sar) U LE(M) = C
est stabilisante si pour tout L € £ (M) I'application restreinte a Sf/[,en(s M) U

{L} est stabilisante.

Voici un premier exemple trivial.

Ezemple 16.2.5. Sisy € Zg;, toute application J : Eﬁ7ell(sM)U{§} —C
est stabilisante en vertu de la remarque 16.2.2.
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En voici un second qui ne I’est pas.

Ezemple 16.2.6. Soit sy € Tet M = M\SM. On suppose sy ¢ Z - Pour
an € AL (k)T qui vérifie les hypotheéses du théoreme 15.1.1, l’application J
définie par J(G) = JAGjSM (anr) et pour H € EJ\C}YLGH(SM) par J(H) = H,l(aM)
est stabilisante : ce n’est qu'une reformulation du théoreme 15.1.1.

16.3. Scindage et descente. Dans tout le reste de cette section, on fixe M €
LE et s)r € T. Les intégrales orbitales pondérées admettent des formules de
descente et de scindage mises en évidence par Arthur (cf. [2]). Le coefficient d de
la définition 16.3.1 ci-dessous joue un role clef dans ces formules. Auparavant,
pour tout H € £§7(snr), on pose
77 0
a; = X*(H)®@zR= X*(Zﬁ) ®z R.
On a d’ailleurs ay = az si H est le dual de H. On a alors des décompositions
o —ad @an
7 = 05 ©ap comme au §2.4.
Définition 16.3.1. Soit H € ES (sur) et R € EH(f) Pour tous sous-
groupes de Levi Ly et Ly dans £H(E), on pose
H(T T.\y_
dﬁ (L1,L2) =0
sauf si on a une somme directe a}%l EBaI%Q = ag auquel cas d est la valeur absolue

L1 L2

du déterminant de l'isomorphisme canonique ast xaz — ag écrit dans des

bases orthonormales.

Remarque 16.3.2. On a dH(Ll, Ly) = dll (Lg, El) et ce coefficient est non

nul si et seulement si af ® ai = aﬁ On a aussi d (R, H) =
2

On rassemble dans le lemme suivant quelques falts élémentaires bien connus
dont la démonstration est laissée au lecteur.

LEMME 16.3.3.

1. Ona ag N ag =0 si et seulement st le quotient
1 2

(25, N 23,)/75
est fini;

2. On a ap=ap tap st et seulement si ZA = Z Z ;

3. Soit s € T tel que é\s est elliptique dans G et Ms est elliptique dans M.
L’application L — Lg induit une bijection de l’ensemble des L € L(M)
tel que Ly est elliptique dans L sur EHS(M\S).
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Définition 16.3.4. Soit H € E(sur) et R ¢ Eﬁ(f) Pour tous sous-
groupes de Levi L, et Ly dans £H(§), on pose

B (L1, Lo) = (23 N Z3)/Z 51~ a2 (L1, L),

avec la convention habituelle que l'inverse du cardinal d’un ensemble infini
est nul.

~

Remarque 16.3.5. Par I'assertion 1 du lemme 16.3.3, on a eg(fl,ig) =0
si et seulement si dg(zl, Eg) =0.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux principaux résultats de cette
section.

PROPOSITION 16.3.6. (Scindage) Soit syy € T tel que sy ¢ Zs et

—

M = Ms,, est un sous-groupe elliptique de M.

Soit Jy et Jy deux applications de EC (sp)U £G( ) dans C. Soit J Uap-
plication de E$;(snr) U EG( M) dans C définie pour tout H € ES(sur) par
g p— H . .

J(H) = ZA R dj\/[\,(leL2) Ji(Ly) - Jo(L2)
L1, LecH (M)
et tout L € 56(1\7) par
J(L) = ZA - d&(L1, L) - Ji(L1) - Jao(La).
E1,32€£L(M)
On a
1. Si Jy et Jo sont stabilisantes alors J est stabilisante;

2. Si J et Jy sont stabilisantes et Jo(M ) £ 0 alors J1 est stabilisante.

PROPOSITION 16.3.7. (Descente) Soit sy € T tel que sy ¢ Zg; et

M = ]\/ISM est un sous- -groupe elliptique de M. Soit R € EM tel que RsM est
elliptique dans R. Soit R = RSM

Soit Jg une applzcatzon de é’R (samr) Uﬁa(ﬁ) dans C. Soit Jy; application
de ESi(spr) U ,CG( ) dans C définie pour tout H € E (sar) par

_ H 17 T
Ju(H) = Z a2 (M, L)Jr(L)
LeLH (RY)
et pour tout L € L’a(]\?) par
Ju(L) = Z d%(M, L1)Jp(L1).
LieLL(R)
Si Jr est stabilisante, alors Jy; est stabilisante.
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Remarque 16.3.8. En utilisant ’assertion 3 du lemme 16.3.3, on voit que
pour tout que pour H € £ (sp) et tout L € LY (R), ona L € EG (snr)-

Le reste de la section (en particulier les §§16.4 et 16.6) est consacrée aux
démonstrations des propositions 16.3.6 et 16.3.7.

16.4. Démonstration de la proposition 16.3.6. Elle repose sur la proposi-
tion suivante dont le lecteur trouvera pour sa commodité une démonstration
a la section 16.5.

PROPOSITION 16.4.1. (Formules de scindage) On reprend les hypothéses
de la proposition 16.3.6

1. Soit S, resp S;, application déduite de J, resp J;, par le corollaire 13.2.6.
Pour tout H € £§(snr), on a

) - B (F0 50 $i(En) - SalE) :
S(H) = ZA R exp (L1, La) - S1(Ly) - Sa(La) ;
Ll,LQELH(M/)
2. Soit JE, resp Jf, Uapplication déduite de J (cf. définition 16.2.1 et re-
marque 16.2.3). Pour tout L € LE(M), on a

E(T L(7. 7T (T (T
JE(L) = ZA d&(Ly, Lo) - Ji (Ly) - J5 (La).
L1, LacLl (M)
On peut maintenant donner la démonstration de la proposition 16.3.6.
L’assertion 1 est une conséquence évidente de l'assertion 2 de la proposi-

tion 16.4.1 ci-dessus. Prouvons 'assertion 2 de la proposition 16.3.6. Par hy-
pothese, J et Jo sont stabilisantes. On a donc

J(G) = J¢(G).

On peut réécrire cette égalité en utilisant pour le membre de gauche la définition
de J en termes de J; et Jy et pour le membre de droite ’assertion 2 de la pro-
position 16.4.1. Il vient

ZA d%(fzhf&)'h(il)wfz(iz): ZA d%(fl,ig)-Jf(il)-Jf(Eg).
L1,LoeLCG (M) L1,L2eLCG (M)
Puisque J; est stabilisante, on a J25 = Jo. En raisonnant par récurrence, on peut
bien supposer qu'on a JE(L;) = Jy(L,) pour tout L; € Ea(]\?) — {G}. En re-
tranchant membre a membre les termes égaux, on voit que 1’égalité précédente
est équivalente a

J(G) (M) = J (G) J(M)

d'ott J1(G) = Jf(é) puisqu’on a supposé Jo(M) # 0. Donc J; est bien stabi-
lisante.
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16.5. Démonstration de la proposition 16.3.6. Commencons par le lemme
suivant.

LEMME 16.5.1. Soit s); € T tel que M = ]/\ZSM soit elliptique dans M.

Soit £ l’ensemble des triplets
(s, L1, Ly)

formés de s € spZy;/Z5 et Ly, L, € £C(M") tels que

- G\As est elliptique dans é\;

_ 4Gs (71 T1

Nd]\A/[,( 1, Ly) # 0.
Soit L l’ensemble des quadruplets

(f/17f12781,52)

formés de Ly, Ly € LE(M) et s; € Z5;/Z5 tels que
- E,SZ est elliptique dans IALZ';
- d%(Ll,Lg) #0.
Soit €& — L Vapplication qui d (s, E’l, f/2) associe (fl, Lo, 51, s9) défini par
- l:}, estAl’um'que élément de EG(]\/J) tel que IAL; est elliptique dans L; et
L) = L; s (cf. lemme 16.3.3, assertion 3);
- s; est l"mage de s par la projection SMZM\/Za — SMZM/ZE‘
Alors cette application est surjective et ses fibres ont toutes le méme cardinal
a savoir
(Z; N Z3)/ 25
De plus, si (s,f/l, f/2) a pour image (El, Lo, 51, s2), on a l’égalité entre
~1 Gs(T1 T
(Z5, N Zp) /1 Zal -\ 255,/ 255 - 125,125 - e, (L1, L)
et N
2 -1 -1 4G (7. T
\Z50 /253123, [2517 |23, /23,17 - A5 (La, La).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si (s, L, L) a pour image
(L1, Ly, 51, s2) alors dAG/fI(A/l, E’Q) = d%(fq, Ls) (car si L’ est elliptique dans L,
on a a; = az,.) i i o i

L’application & — L est surjective. En effet, si (L1, Lo, s1,52) € L, on a
d%(il,zg) # 0 et par le lemme 1?.3.3A0n aZs = ZEIZNEQ. Donc (s1, $2) se
releveen s € Z]\//}/Za. Le triplet (s, L1, Lo s) appartient a & : la seule condition
qui n’est pas évidente est G elliptique dans G. Par hypothese, L; s = L; 5, est
elliptique dans L;. On a donc

~

G In I
aM—aAEBa

2 Ll,s L2,s
M M

=a~" Pas
M M
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et, passant aux orthogonaux, on a

as=a~ MNa~ .
G = 92,197,

Comme l'intersection ci-dessus contient az, onaasz = ag et Gy est el
e s

liptique dans G. 1l est clair que l'image de (s,fl,s,fg,s) est le quadruplet
(L1, Ly, 51, s2) € L de départ.

L’assertion sur le cardinal des fibres est évidente.

Soit (s, L, L) d’image (L1, Ly, s1, s2). Montrons la derniere assertion.

Apres simplification par d%“/(A’l, L) = d%(fl, L) # 0, on tombe sur égalité
entre
(Z; 023 )/ Z5] 1255,/ 23] - IZaS/Z@!*l\(ZE/1 N Zfé)/Zas\*l
et
—1 2 -1 -1
((Z5, 023 )26\ | Zgp /251" - 125, 12317 -2, J23, 17
Celle-ci résulte du diagramme commutatif & lignes exactes

l1—— (Z].:1 N ZE2)/Za — ZJT/[\/Z/G\ — ZM\/Zzl X ZJ/\J\/ZEQ —1

A | |

1— (ZELS N Zﬁz,s)/Zas — ZJ\//I’/ZG'\S — ZJ\//]’/ZELS X ZJ\//I’/ZEZS —1

et du lemme suivant. O

LEMME 16.5.2. Soit s tel que M = J\/ZS est elliptique dans M et @s est
elliptique dans G. Pour tout Le EG(M) tel que ES est elliptique dans f), le
morphisme

Z]\//T/Z/L\ — ZM\,/ZES
est surjectif et son noyau a pour cardinal

|25 /23] N2 2557

Démonstration. La surjectivité est une conséquence des égalités

_ 0 __ 0
Ziy =2 Zyy)” = Zg (Z5)"

Comme Z7 = Z@S(Z%S) = Z@S(Z%), le noyau s’écrit
(Z]\’j N Z/L\S)/ZE = ZE(ZaS N Zﬁ)/ZA o~ (Zas N Z]\//;)/(Zas N Zf)
On conclut en remarquant que (Zz N Z7)/Zg est le noyau du morphisme

surjectif
Zés/ZG%ZZS/ZZ' O
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On peut maintenant donner la démonstration de la proposition 16.4.1.
Prouvons Dassertion 1. Soit H € £ (s M) Soit £ et L les ensembles définis
au lemme 16.5.1 relativement au groupe H a son sous-groupe de Levi M M’ et
I’élément sp; = 1. Par définition des applications S et S;, on a

JH)y= > d& (L Le) - J(Ln) - Ta(La)
Z1,Zg€£§(ﬁ/)
= ZAA dL (L, L) Y 17 Ti, /77 |11 (L)
Z17}4\2€£H(M’) SleZﬁ//ZLl
Y |ZE2VSQ/ZE2|_152(L2,s2)]
SQGZ]G//ZEQ
_ H /7 7 1 -1
= Y @l iz, 7,7, )5
(Ll,LQ,Sl,Sg)Gﬁ

-S1(L1s,) - Sa(Las,)

En utilisant le lemme 16.5.1, on obtient

JH)= Y 125 /25| el (L), L) - Si(La) - Sa(Lo)
(s,I},LL)e€
= > Zz /757 Z e%s,(il,iz) - S1(L1) - Sa(La)).

S€L5 125 T DaecHs (M)

Par I'unicité dans le corollaire 13.2.6, on obtient ’expression voulue pour S (ﬁ )

Montrons ensuite 'assertion 2. Soit € et £ les ensembles définis au lemme
16.5.1 relativement au groupe (A;, a son sous-groupe de Levi M et 1’élément
sur. Par définition de J€ et Passertion 1 qu’on vient de démontrer, on a

@) =125/25] Y 125/257S(@)

SGSA{ZI/L}/Za
_ 1
=Zg/Zg5 Y. |Zg /Zg]
SESMZM/Za
> (L L) - Su(h) - Sa(Lh)
L1 LheLls (M)
=1Z5/Z25 > Zg /25" L. ( Ly) - S1(L}) - Sa(Lh).
“n

(s, L L/ )ES
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Le lemme 16.5.1 implique qu’on a
(AN — 2 ~1 -1
FO= Y 1ZgZgtz, 1% 77, %)
(L1,La,s1,52)€L
: d%(ibfa) - S1(L) - Sa(Lh)
= Y dh(Li,Lo) - JE (L) - T (La).

L1, LaeLE (M)
La dernicre égalité résulte de la définition de J{ et J§. Cela prouve donc
I’assertion 2.

16.6. Démonstration de la proposition 16.3.7. Enongons la proposition
suivante qui sera démontrée a la section 16.7.

PROPOSITION 16.6.1. Les hypothéses sont celles de la proposition 16.3.7.

1. Soit Sy et Sg les applications déduites de Jy; et Jr par le corollaire 13.2.6.
Pour tout H € Ej(spr), on a

7 _ H/ip 7 Ty -
Sul)= Y BTk ;
LeLH(R)
2. Soit Jj@ et Jlg% les applications déduites de Jyy et Jg (cf. définition 16.2.1
et remarque 16.2.3). Pour tout L € £LE(M), on a
Tir(@L) = 32 dg(M,L)JR(Ly).
LieLL (M)
On peut alors donner la preuve de la proposition 16.3.7. En utilisant ’as-
sertion 2 de la proposition 16.6.1 et le fait que Jp est stabilisante, on a
Ty = 32 (M, L) JR(L)
LieLl(R)
= > di(M,Ly)Jr(Ly)
LieL(R)
= Ju(L).
Donc Jys est stabilisante.

16.7. Démonstration de la proposition 16.6.1. Elle se déduit du lemme
16.7.1 ci-dessous (cf. la démonstration de la proposition 16.4.1).

LEMME 16.7.1. Soit R C M C G deuz sous-groupes de Levi de G. Soit
sy €T, M' = Ms,, et R = Rg,,. On suppose que M’ et R' sont elliptiques
respectivement dans M et R.



LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. II. 1755

Soit € Uensemble des couples (s',L') formés de s' € smZy/Zg et L €
LG (R') tels que

~

- Gy est elliptique dans G
~dZ (M, I) # 0.
Soit £ l'ensemble des couples (L, s) formés de EECG(E) et s€ Z53/Z; tels que
— L est elliptique dans L ;
- dd(M, L) #0.
Soit € — L Vapplication qui o (s, L) associe (L, s) défini par
- é estAl’unique élément de Ca(ﬁ) tel que L' est elliptique dans L et
L' = Ly (cf. lemme 16.3.3, assertion 3);
— s est limage de s’ par la projection spyZ 3/ Zg — smZg/Zz-
Cette application est surjective et ses fibres ont toutes le méme cardinal a savoir

~ |(Z]\2ﬂ Zﬁ)/Z§|
De plus, si (s', L") a pour image (L, s), on a ’égalité entre
— a/ 5T
(Z5; N 22) /251 - | 253/ 253 - 1 2, 125 el (ML)

et ~
-1 4GA1 T
2525|123 [ 23] 7t - d(M, L),

Démonstration. Elle est analogue a celle du lemme 16.5.1. Les détails sont
laissés au lecteur. ([

17. Du global au local

17.1. Le résultat principal est le théoreme 17.3.1 qui est une variante de
nature «locale> du théoreme 15.1.1. Les résultats de scindage et de descente
de la section 16 jouent un role clef ainsi que certains calculs locaux d’intégrales
orbitales pondérées. Les notations sont celles utilisées dans tout l'article, en
particulier celles des sections 11, 13 et 16.

17.2. Notations. Soit V un ensemble fini ou infini mais non vide de points
fermés de la courbe C' qui est stable par le Frobenius 7. Soit Ay le sous-groupe
des adeles de A de composante nulle hors V. Le groupe Ay a une structure
évidente d’anneau. Si V' est fini (resp. infini), Ay est le produit (resp. produit
restreint) des complétés du corps des fonctions F' en les points de V. Soit
Ov = [lvev O, out O, est le complété de I’anneau local de C' en v.

Soit M € LE, anr € Ap (k)™ et Xy, = enm(any,) € m(F) (cf. §11.7). Soit
Jay, le schéma en groupes sur C' défini a la section 11.3 dont la fibre au point
générique de C est le centraliseur de X,,, dans M X F' (c’est un sous-F-tore
maximal de M xj F).
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On complete les choix de mesures de Haar faits a la section 11.5. On munit
Jay (Ay)7 et G(Ay)" des mesures de Haar qui donnent le volume 1 respecti-
vement au sous-groupe compact maximal de J,,,(Ay)” et & G(Oy)”. On en
déduit comme & la section 11.5 une mesure sur (J,,, (Ay)\G(Ay))” invariante
a droite par G(Ay)". Si V' est le complémentaire de V' dans I’ensemble des
points fermés de C on a une bijection canonique

(Jar Ay NG(AV))T X (Jap, (Ay NG (Ay1))T = (Jap (A\G(A))

qui préserve les mesures.

TWan

Pour tout s € , on définit la s-intégrale orbitale pondérée sur V'

associée a aps par
(17.2.1)

s —de G
Jﬁ’,v<aM) = g desDVICI/2 Dl (x, %//2

< (5,inva (9) 1o(Ad(g ™) X )05 (9) d,
(Jap (AV\G(AV))™

ott Dy est la restriction de D & V et ott |D%(X,)|y est le produit sur V des
valeurs absolues usuelles du discriminant DY de X, (cf. §2.7).

Remarque 17.2.1. Lorsque V est ’ensemble de tous les points fermés
lintégrale orbitale pondérée définie par (17.2.1) n’est autre que l'intégrale de
la définition 11.7.1.

17.3. L’énoncé principal. On peut maintenant énoncer le principal résultat
de cette section. On y utilise les diviseurs 9%]\% et ®M de caty,p définis a la
section 9.1.

THEOREME 17.3.1. On se place sous les hypothéses du théoréme 15.1.1.
Soit
hay : C — cavapr p

la section associée a apr € App(k). Soit V. un ensemble T-stable non vide
de points fermés de C' tel que tout point fermé v ¢ V wvérifie l'une des deux
conditions suivantes :

1. hq,, (v) est un point lisse de 9‘{%, et n’appartient pas a DM ; de plus,
Vintersection de hq(C) et RY,, est transverse en hq(v);

2. hq,, (v) est un point lisse de DM et n’appartient pas a 9%5\;4, ; de plus,
Vintersection de hq(C) et @M est transverse en hq(v).

Alors Uapplication Jy = ES(sp) U EG(Z\/Z) — C définie pour tout H €

ES(sy) par Jy(H) = Jﬁ?{v(aM) et pour tout L € LE(M) par Jy(L) =

J]j\:jiﬁ‘?(aM) est stabilisante au sens de la définition 16.2.4.
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Remarque 17.3.2. Si V' est 'ensemble de tous les points fermés de C, le
théoréme n’est qu’une paraphrase du théoréme 15.1.1 (cf. exemple 16.2.6).
L’ensemble des v qui ne vérifient ni ’assertion 1 ni I'assertion 2 est fini. Au-
trement dit il existe toujours un ensemble fini V' qui vérifie les hypotheses du
théoreme. En ce sens, on peut dire que le théoréme 17.3.1 est une variante
locale du théoreme 15.1.1.

Démonstration. Soit V' l'ensemble des points fermés de C'. Soit Vi un
ensemble 7-stable de points fermés et V5 son complémentaire dans V. On sup-
pose que tout v € V4 vérifie 'une des assertions 1 et 2 du théoreme 17.3.1. 1l
s’agit de voir que Jy, est stabilisante. Or Jy, Jy, et Jy, vérifient les relations
de scindage de la proposition 16.3.6 comme le montre la proposition 17.4.1
ci-dessous. Il suffit donc, par ’assertion 2 de la proposition 16.3.6, de mon-
trer que Jy et Jy, sont stabilisantes et que Jg(]\?) # 0. On a déja dit dans
la remarque 17.3.2 ci-dessus que Jy est stable. Il existe une partition (finie)
de V4 en parties V/ qui vérifient les hypotheses du lemme 17.8.1. On a donc
JQ(]/\Z) =L va/(]\/i) # 0 (avec les notations du lemme 17.8.1) et par une ap-
plication répétée de l'assertion 1 de la proposition 16.3.6, on voit que Jy est

—

stabilisante et qu’on Jo(M) # 0. O

17.4. Formules de scindage des intégrales orbitales pondérées. Pour tout
L1, Ly € LY(M), on pose

d§y(Ly, L) = d%(Ly, La),

ol le second est celui de la définition 16.3.1. Voici les formules de scindage
d’Arthur.

PROPOSITION 17.4.1. Soit V1 et Vo deux ensembles disjoints et non vides
de points fermés de C. Soit V.= Vi U Va. Pour tout a € Ap(k)™ et tout

s € TW“, on a l’égalité

G75 L yS L ,S
']M,V(aM) = Z dz\G4(LlaL2) : JMl,V(aM) ) JA/ZV(QM>'
L1,L2eLG (M)

Démonstration. Arthur a défini une section (L1, La) — (Qr,,Qr,) de I'ap-
plication F(M) x F(M) — L(M) x L(M) donné par (Q1,Q2) — (Mg,, Mg,)
définie sur I'ensemble des (L1, Lo) tels que d$;(L1, L2) # 0. Cette section a la
propriété suivante : pour tout g € (Jg,, (Ay)\G(Ay))” d’image inverse (g1, g2)
par la bijection canonique

(17.4.1) (Jayy (A ) \G(AR)) X (Japy (Aro)\G(A13)) — (Jauy, (A)\G(A)),

(17.4.2) 0§ (9) = Z S (L1, Ly) - U?fl (91) - U]?/fLQ (92),
Ly1,LyeLG (M)
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ou pour tout @ € F(M) et tout h € G(A) on pose
M,
oy () = v (),

ou [ est 'unique élément de M (A)\M(O) tel que g € IN(A)G(O) (décom-
position d’Iwasawa). Introduisons intégrale Jj\%’j,(aM) donnée par 'égalité
(17.2.1) ou l'on a remplacé le poids v]C(;, par le poids fu]\%. Comme la bijection
(17.4.1) préserve les mesures, la formule (17.4.2) implique qu’on a

ISy = S0 ST, La) - T (anr) - Tt (an)-

L1,LoeLG (M)

Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout L € L(M) et tout Q € P(L),
on a

\S L,s
T (an) = Jyi(an).

On montre a l'aide du théoreme de l'isogénie de Lang qu’on a une décom-
position

(1743)  (Jar (AvNG(AV))" = (Jap (Av\L(Av))" N (Av)"G(Ov)"

qui est compatible aux mesures pourvu que Ng(Ay )" soit muni de la mesure
de Haar qui donne le volume 1 au sous-groupe (Ng(Oy))". Par le changement
de variable ¢ = Ink avec des notations qu’on espeére évidentes, on voit que
Jﬁ[’j/(aM) est égale &

g~V DO ) 2 J
(Japr (Av)\L(Ay))™ JNg(Av)™

X / (s,invq,, (Ink))1p(Ad((Ink) ™) X4, vk (1) dl dn dk.
G(Ovy)"

Par la définition 11.4.1, 'invariant inv,,, (Ink) ne dépend que de Ink7(Ink)~! =
I7(1)~1. On a donc inv,,, (Ink) = inv,,, (I). L’intégrande est alors G(Oy)"-
invariante et l'intégrale sur G(Oy)” qui vaut 1 peut étre omise. On utilise
ensuite le changement de variable Ad((In)"1)X,,, = Ad(I")X,,, + U (ou U
appartient a ng(Ay)” qui est muni de la mesure de Haar qui donne le volume 1
ang(Oy)7) de jacobien |D%(X,) ‘_/1/2|DL(XQ)|%,/2 pour obtenir que J]%f{/(aM)
est égale a

— de a A
(_’ (JaM (AV)\L( V))

x / (s, inva,, () 1p(Ad(I™) Xa,, + U) vk (1) dl dU.
nQ(Ay)T
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Comme on a

/ 10(Ad(™Y) X, + U)dU
ng(Ay)”

= 1D(Ad(l_1)XaM)/ 1p(Ad(I™ N X,,, +U)dU
ng(Ay)T

— qdeg(DV) dim(nQ)lD(Ad(Zfl)XaM)

et q_ deg(DV)lq)Gl/2qdeg(DV)dim(nQ) — q_ deg(DV)l(I)L‘/27 on Obtient bien J]{%’i/(aM)

— J12%,(aar) ce qui conclut la démonstration. O

17.5. Soit apr = (hay,,t) € Ap(k)™. Soit hg,, 5 la restriction de h, au
point générique de la courbe C. On voit alors hg,,, comme un point dans
carps(F) ou F est le corps des fonctions de F'. Soit V' un ensemble 7-stable de
points fermés de C. Soit @’V = [[,e, @ € Oy. OnawlVh,,, , € cary (Oy).
Soit Xa,,.v = em(wPv haym) € m(Oy) 'image par la section de Kostant €.
Rappelons qu'on a Xg,, = ep(hay,n) € m(F). Hors du support de D, ces
deux éléments ne sont en général pas égaux. Néanmoins, ils satisfont toujours
la relation suivante

Xap v =@V Ad(par(wv/?)) X

apnr

ol pys est la somme des coracines dans M positives pour le choix de I’épinglage
qui détermine la section de Kostant ;. On rappelle que le diviseur D est
pair. L’élément pps(cw?” v/ 2) est T-stable. Il conjugue les centralisateurs J,,, et
JX,,, v La translation par pan(wPv/2) envoie (Ju,, (Av)\G(Ay))™ bijective-
ment sur (Jg,, v(Av)\G(Ay))” qu’on munit de la mesure obtenue par trans-
port. De méme, on note inv,,, v 'application définie sur (Jg,, v (Av)\G(Ay))"
et qui, composée avec la bijection précédente, redonne invg,,. Soit 15 la
fonction caractéristique de g(O). Par un changement de variables, on obtient
le lemme suivant.

LEMME 17.5.1. Les notations sont celles utilisées ci-dessus. Pour tout

s € fW“M, on a l’égalité
G, a 1/2
TS (aar) = |DC (X )Y/

<[ (5,iVay,.(9)) Ly(0) (Ad(g™") Xy )05 (0) .
(Japs v (Av)\G(AV))T

17.6. Calculs locaux d’intégrales orbitales pondérées. Dans tout ce para-
graphe, on suppose que M € L& vérifie M # G. Soit ayr = (hay,,t) € Ap(k)
et s € TWear. On va calculer dans quelques cas simples des intégrales orbitales
pondérées locales.
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LEMME 17.6.1. Soit V un ensemble T-stable de points fermés de C'. On
suppose que pour tout v € V', la section hg,, est telle que hq,, (v) n'appartient
pas a D%J\G/[ Alors J]%i,(a]\j) =0.

Démonstration. On utilise les notations de la section 17.5. D’apres le
lemme 17.5.1, on a
T$h3(anr) = D (Xap )y

<[ (5, 0V, (9)) a0y (Ad(g ™) Xay, )05 (9) do.
(Japr, v Ay N\G(AV))T

Soit g € G(Ay) tel que I'intégrande soit non nulle. On a donc Ad(g~ 1) X,,, v €
g(Oy). Soit P € P(M). On écrit g = mnk avec m € M(Ay), n € Np(Ay) et
k € G(Oy) (décomposition d'Twasawa). Il vient

Ad(m™")X,,, v € m(Oy)
et

(17.6.1) Ad(n Y Ad(m N X,,, v — Ad(m 1) X,,, v € np(Oy).

L’hypothese sur h,,, entraine que l'action adjointe de Ad(m™')X,,, v sur
np(Oy) est un Oy-isomorphisme. Par un argument standard de dévissage,
on en déduit que la condition (17.6.1) implique n € Np(O). Mais alors on a

0§ (9) = v§(n) = v§;(1) = 0 (car M # G). Donc l'intégrande est toujours
nulle et 'intégrale aussi a fortiori. ([

LEMME 17.6.2. Soit v un point fermé de C' et n > 1 le plus petit entier
tel que 7" (v) = v. Soit V' lorbite de v sous l'action de T. On suppose que v
vérifie les conditions suivantes :

~ hay, () est un point lisse de RS ;

~ hay, (c) nappartient pas a DM ;

~ Dintersection de hq,,(C) avec RS, est transverse en hq,,(c).
On a alors les conclusions suivantes :

1. 1l eziste Y, € t(O,) tel que X}\F4(Yv) = XM (Xay ). Pour tout tel Y, il
existe un unique couple {a, —a} C ®F — @ tel que val,(+a(Y,)) = 1.
Soit w l'unique élément de WM tel que wr(Y,) = Y,. Alors w(a) = a.

2. Avec les notations ci-dessus, Soit L € LY défini par % = {a, —a} et
(B, T, Xa) un épinglage de L. Soit w 'unique automorphisme de L qui
fize lépinglage et qui est de la forme Ad(m) ou m € Normyo,)(T) est
un relévement de w. On a

T3ty (an) = dF (M, L)| D () V2| v dmess)

X / Lo, (Ad(™ Y, )op() dl,
T(Fy)w™ \L(Fy)wr"

oti les groupes T(F,)"T" et L(F,)"™" sont munis des mesures de Haar qui
donnent le volume 1 respectivement aux groupes T(O,)¥™" et L(O,)¥7".
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Démonstration. Puisque hq,, (c) n’appartient pas a DM on a XM (Xapyw)
€ car); "8(0,). Sa réduction mod w, définit donc un élément de cary; "2 (k)
qui se reléve évidemment en un élément y de t77°8(k). Or sur I'ouvert tM—res,
on sait que X%/[ est étale. Il s’ensuit que y se releve en un unique élément
Y, € tM718(0,) tel que X%, (Yy) = xar(Xap ).

Soit P € P(M). Les hypotheses sur I'intersection de hy,, (C) avec R§; en-
trainent qu’il existe une unique racine a de 7' dans Np tel que val, (a(Yy,)) = 1,
les autres racines de T dans Np étant de valuation nulle en Y,. En raison-
nant avec le sous-groupe parabolique opposé a P, on voit que a et —a sont
les seules racines hors M telles que val,(+a(Y,)) = 1. Toutes les autres ra-
cines y compris celles dans M (vu qu'on a hg,,(c) ¢ ®M) ont pour valuation
0 en Y,. Soit Y, et a € @% qui vérifient l'assertion 1. Il existe w € wM
tel que wr(Y,) = Y, puisque x3,(Y,) € carp(O,)7. On a val,(a(Yy)) =
val, (T(a(Yy))) = val,(7(a)(Yy)). On a donc nécessairement w(a) = ta mais
comme « est une racine dans le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique
P e P(M), il en est de méme de w(«) et donc w(a) = a.. Cela démontre donc
I’assertion 1.

Prouvons ensuite l'assertion 2. Partons de I’égalité (cf. lemme 17.5.1)

G, 1/2
TS5 (anr) = D (Xay )/

/ (5, Va0 (9)) (o) (Ad(g ™) Xay )05 (9) do.
(Japs, v Ay N\G(AY))7

Soit g € G(Ay) et j € Ju,, v(Ay) tel que 7(g) = jg. On va d’abord
prouver que si 1yo,)(Ad(g7") Xy, v) # 0 alors invy,, v(g9) = 0. Pour cela,
il suffit de prouver que I'image de j dans les coinvariants J(Ay ), est triviale.
Soit P € P(M) et g = mnk la décomposition d'Iwasawa de g associée a P. On
a donc 7(m) € jmM (Oy). Par une application du théoreme de 'isogénie de
Lang, on voit que, quitte a translater m par un élément de M (Oy ), on a 7(m) =
jm ce que 'on suppose désormais. Comme dans la preuve du lemme 17.5.1, la
condition Ad(¢g™1)X,,, v € g(Oy) entraine

Ad(m ™)X, v € m(Oy).

Comme h,, (¢) nappartient pas 4 DM on a xar(X,,, v) € catyy "8(Oy). Par
conséquent, on a m € Jg,, v(Ay)M(Oy). Comme inv,,, v est invariante par
translation a gauche par Jg,, v(Ay), on peut et on va supposer que m €
M(Oy). Mais alors on a j € M(Oy) N Jg,, v(Ay). Soit J le Oy-schéma
en groupes défini comme le centralisateur de X,,, v dans M xj Ay. Comme
X (Xayv) € carhy "8(Oy), cest en fait un schéma en tores. On a M(Oy) N
Jay v (Ay) = J(Oy) et une nouvelle application du théoreme de Lang montre
que j est trivial dans les coinvariants. Il s’ensuit qu’on peut restreindre l'intég-

rale aux g € (Jq,,,v(Av)\G(Ay))" d’'invariant inv,,, v(g) trivial c’est-a-dire
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qu’on peut restreindre l'intégrale & J,,, v (Ay)"\G(Ay)”. On a donc

G, 1/2
IS (anr) = 1D (Xay, )Y/

<[ Lo,y (Ad(g ™) Xy, 1)05i(9) do
Jarrv () \Glay)r OV M

= |D% (Xaypy.0) |V V2|V |dimna5D)

. / " » Lyo,) (Ad(g™) Xay, )08 (9) dg,
Japgo(Fo) TG (F)T

ou l'on utilise la bijection évidente
Jap,v(Av)\G(Ay)T — JaM,v(Av)Tn\G(Av)Tn-

Le facteur |V\dim(a1€4) provient de la comparaison des poids.
Il est clair aussi qu’on a

DY (Xay0)lo = [DC(Yo)lo = [DF(Yo)]o-

Désormais, pour alléger les notations on note 7 au lieu de ™. Puisque
Y, et X,,,» ont méme image par x s et que cette image appartient a 'ouvert
cat%ireg(Ov), il existe m € M(O,) tel que X,,, » = Ad(m™1)Y,,. Il s’ensuit que
m7(m)~! est un élément du normalisateur de T' dans M (O,) et que son image

~! normalise L. L’automorphisme

dans W™ est w. On en déduit que m7(m)
Int(m7(m)~!) préserve le couple (Bp,T) de Iépinglage (N, T, X,) et agit
sur X, par homothétie par un élément de O,°. Si 'on change m en tm avec
t € T(0,), le rapport de cette homothétie est multipliée par a(¢7(¢)~1). On voit
donc qu’en prenant un élément ¢ judicieux, on peut supposer que Int(m7(m)~1)
préserve 1’épinglage.

Il est clair qu’on a

|DG(XQM7U)"U = ‘DG<YU)’11 = ‘DL(Y;))‘U-

Par abus de notations, on note encore w l'’automorphisme intérieur de G
donné par Int(m7(m)~!). L’application g — mgm ™! induit une bijection de
Japw(Fp) \G(F,)T sur T(F,)“"\G(F,)"" et I'on a

/ 10, (Ad(g™) Xy, )05 (9) dg
Japw(Fo)\G(Fu)T

= / Loi0,)(Ad(g™1)Yo)vfi (9) dg,
T(F)em\G (R

ou la mesure sur T'(F,)*"\G(F,)"" se déduit de celle sur J,,, ,(F,)"\G(Fy)"
par transport par la bijection précédente. En utilisant comme précédemment
la décomposition d’Iwasawa pour @ € P(L), on voit que si g € G(F,) vérifie
Ad(g~ )Y, € g(0,) alors g = Is avec | € L(F,) et s € G(O,). Supposons de
plus qu’on a w7 (g) = g. Ainsi [~ w7 (l) € L(O,) et par une nouvelle application
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du théoréme de Lang, on voit qu’on peut supposer wr(l) =1 et s € G(O)"".
On a donc

/ Ly(on) (Ad(g™)Ya)eSi () dg
T(Fp)T\G(Fy)®T

- Lio,)(Ad(™HY,)v§; (1) di.
T(Fy) T \L(F,)wT

On utilise ensuite la formule de descente d’Arthur

WG =Y d(M, RwER(),
ReLG(T)

ott R € LE(T) — Qr € P(R) est une certaine section (définie sur les R tels
que d%(M, R) # 0) de Iapplication F%(T) — L(T) définie par Q — Mg. On
se limite dans ce qui suit & des R tels que d? (M, R) # 0. Cela entraine donc
R # T. Le poids chg T a été défini dans la démonstration de la proposition 17.4.1.
Voici comme il se calcule ici. Le groupe Qr N L est un sous-groupe parabolique
de L. Comme L est de rang semi-simple 1, de deux choses I'une

— soit QrNL est un sous-groupe de Borelde L;onal € tNg,nr(F,)L(O,)

avec t € T(F,) et donc v (1) = vfi(t) = 0 (puisque T # R);

- soit L C R et alors vaR(l) = v&(1).
On se place désormais dans le second cas. Rappelons que le poids vﬁ(l) est le
volume de la projection sur a% de l’enveloppe convexe des points —Hp(l) pour
B € PR(T). Or cette enveloppe convexe est ici contenue dans une droite donc
R) —

le volume est donc nul sauf si dim(at) = 1 auquel cas R = L. La formule de

descente d’Arthur se simplifie donc en
vy (1) = df (M, L)og (1)
ce qui donne le résultat voulu. O

17.7. Calculs locaux d’intégrales orbitales ordinaires. On donne quelques
calculs locaux d’intégrales orbitales ordinaires. Soit v € V un point fermé
de C et V l'orbite sous le Frobenius 7 de v. Soit s € T et M’ = ]\/Zs. Soit
apy = (haM,t) S .AM/(/{Z)T.

LEMME 17.7.1. On suppose que hq,,(c) n’appartient pas ¢ DM. Alors

JAA/{"L;(GM) =1.

Démonstration. Partons de 1’égalité
M, M 1/2
It (anr) = DM (Xay )/

« / (5, i0vay, v () Ln(oo (Ad(m ™) Xay, v) dm.
(Japg v (Av)\M(Ay))™ M mov) Y
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Soit m € M(Ay) tel que Ad(m™1)X,,, v € m(Oy). Comme X,,, v est encore
semi-simple régulier en réduction (vu que h,,, (c) n’appartient pas & ®M), on
voit que m € Jg,, v (Ay)M(Oy). Comme dans la démonstration du lemme, on

en déduit que inv,,, v (m) = 0. Comme par ailleurs | DM (X,,, v) %//2 =1,o0na
TMS (a0 = / Lotou) (Ad(m™) Xa,, v) dm.
i Joy v (@M Y "

=vol(Jy,, v(Oy)") L vol (M (Oy)7).

Or vol(M(Oy)™) = 1 et vol(Ja,, v(Ov)") = 1 car J,,, v(Oy)T est le sous-
groupe compact maximal de Jg,, v (Ay)". O

LEMME 17.7.2. On suppose que

— hay, () est un point lisse de R, ;

— ha,, (¢) n’appartient pas a oM.

~ Uintersection de hq,, (C) avec RN, est transverse en hy,, (c).
Alors

!
TS o) = T~ 1.

Démonstration. La premiere égalité n’est qu'un cas particulier du lemme
fondamental de Langlands-Shelstad. La second résulte du lemme 17.7.1 ci-
dessus. Le lecteur qui rechignerait a utiliser le lemme fondamental, peut vérifier
directement 1'égalité JAA//}[‘S/ (apr) =1 : on se ramene a un calcul sur un groupe
de rang semi-simple 1 qu’on fait & la main (cf. aussi [29, §8.5.9]). O

LEMME 17.7.3. On suppose que

— hay, (¢) nappartient pas a R, ;

— hay, (c) est un point lisse de DM ;

~ Uintersection de hq,,(C) avec DM est transverse en hq,, (c).
Alors

Tatv(anr) = Ty (ans) # 0.

Démonstration. La encore, la premiere égalité est un cas particulier du
lemme fondamental de Langlands-Shelstad. L’intégrande dans

1/2

M, / _
Ty = DM (Xap )Y/ Loy (Ad(m™ 1) X, v) dm

/(Ja]w,V(AV)\M,(AV))T
est positive et I'intégrale est clairement minoré par vol((J,,, v (Oy)\M'(Oy))7)
> 0. Bien sur, il est aussi possible de mener a bien directement les calculs de

M,s M’ N N .
Juv(an) et Jypy, (on se rameéne a un calcul sur un groupe de rang semi-
simple 1, cf. aussi [29, §8.5.8]). O
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17.8. Soit Y\un er/lgemble/\T—stable non vide de points fermés de C. Soit
s € T tel que M' = My # M. Soit apr = (ha,,, ) € Ay (k)T Soit Jy :
EG(s)U Ea( M)—C l’apphcatlon définie pour tout H € £ (s) par Jy(H) =
JH’,%V(aM) et pour tout L € EG( M) par Jy (L) = JM7V(G’M)‘

LEMME 17.8.1. On suppose que V satisfait 'une des trois conditions sui-
vantes :

1. Pour tout v € V, le point ha,, (v) n’appartient pas ¢ D ;

2. V est lorbite sous 7 d’un point v qui vérifie l’assertion 1 du théoréme
17.3.1;

3. V est lVorbite sous T d’un point v qui vérifie ’assertion 2 du théoreme
17.3.1.

Alors Jy est stabilisante et Jy (M) # 0.

Démonstration. Supposons l’assertlon 1 vérifiée. D’ apres le lemme 17.6.1,
ona Jy(H)=0sauf si H= M ou H = M'. De plus, JV(M)—JV(M’)—l
d’apres le lemme 17.7.1. Donc Jy est stabilisante.

Supposons 'assertion 2 vérifiée. Dans ce cas, hq,, (v) est un point lisse de
RE o et n’appartient pas a DM' et Iintersection de hy, (V) avec %AG4, est trans-
verse en hg,, (v). Supposons, de plus, pour commencer que haM (v) n’appartient
pas & M§,. Par conséquent I'intersection de h,(C) avec Y, est transverse en
ha,, (v). On a donc JV(M) JV(M’) = 1 d’apres le lemme 17.7.2. D’aprés le

lemme 17.6.1, on a JV(A) = 0 pour tout Le EG( ) et L # M. Pour tout
H e ES(s), on a HnM = M ; par conséquent, hg,,(v) n’appartient pas a
RIL, et on a JV(H) =0 par le lemme 17.6.1. Ainsi Jy est stabilisante.

Supposons toujours 'assertion 2 vérifiée mais cette fois on suppose que
ha,, (v) appartient & R§; : sous nos hypotheses, hq,,(v) est un point d’inter-
section transverse de hg,, (C) et R§; et il n’appartient pas & D.

Soit Y, € t(0,), L € LZ, n un entier et w un automorphisme de L qui
préserve T tels que ces éléments vérifient les conclusions du lemme 17.6.2.
Introduisons I'application Jr : £&(1) — C définie par Jr(T) =1,

T im(a€,
Tr(L) = [PHE)VAVIERCE) [ e (@) ek) di
T(F) T \L(Fy)®T

et Jr(H)=0si H ¢ {IA“,E} Pour tout H € Ea(]\?), lexpression

(17.8.1) > (M, R)Jr(R)
RecH(T)
vaut N . e
Jr(T)=1=Jy(M) si H= M (cf. lemme 17.7.1);

- JT
— (M, L)Jr(L) = Jy(H) si H# M (cf. lemme 17.6.2).
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Donc lexpression (17.8.1) est égale & Jy (H). Pour tout H € EC(s), on a

hay, (v) € RE, si et seulement si L C H et 'expression

anr

(17.8.2) > d

RecH(T)

(M',R)Jr(R) = Jy(H)

SyT)

vaut

- J;Q(T\) =1=Jy(M')si H= M (cf. lemme 17.7.1);

- dg(]\?, L)Jr(L) = Jy(H) si L € H (cf. lemme 17.6.2) ;

~0si L ¢ H (lemme 17.6.1).
En tout cas l'expression (17.8.2) est égale a Jyy. Comme Jr est (trivialement)
stabilisante, Jy est stabilisante (cf. proposition 16.3.7). Le lemme 17.7.1 donne
Jy (M) = Jy(M') =.

Supposons maintenant ’assertion 3 vérifiée. Dans ce cas, le lemme 17.6.1
indique que Jy (H) = 0 sauf si H = M ou M’. On a Jy (M) = Jy (M) # 0
par le lemme 17.7.3. Donc Jy est stabilisante. O

18. Fibres de Springer affines tronquées

18.1. Dans cette section, les notations sont celles utilisées dans tout ’ar-
ticle. On ajoute les précisions suivantes. Soit F' = k((¢)) et O = k[[¢]]. Soit val
la valuation usuelle de F'. Soit Fy = Fy((¢)). On rappelle qu’on note 7 'auto-
morphisme de Frobenius de k donné par 1’élévation a la puissance g. On note
encore 7 'automorphisme de Frobenius de F de sorte qu’on a F™ = Fy. Soit
F une cloture séparable de F et I = Gal(F/F). Soit F la cloture algébrique
de Fy dans F. Soit T' = Gal(Fy/Fp).

On suppose que le couple (G, T) est défini sur F,. Pour tout P € P(M),
on définit comme & la section 11.6 une application

Hp : G(F) — X.(M)

définie pour tout A € X*(P) par A(Hp(g)) = — val(A(p)) ou p € P(F) satisfait
g € pG(O) (par la décomposition d’Twasawa).

On rappelle que a7 est muni d’un produit scalaire W&-invariant et que
tous ses sous-espaces sont munis de la mesure euclidienne qui s’en déduit (cf.
§2.4). Soit

HS : G(F) = df;

le composé de 'application Hp avec la projection orthogonale ap; — a%. Les
restrictions & M(F') de ces applications ne dépendent pas du choix de P €
P(M) : on les note respectivement Hys et H$;. 18.2. Grassmannienne affine
tronquée. Soit X la grassmannienne affine : c’est un ind-k-schéma projectif
dont ’ensemble des k-points est le quotient G(F')/G(O). Soit M € L. Pour tout
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P € P(M), I'application H§ sur G(F) induit une application H§ : X¢ — a§}.
Soit & € a§;. On définit la grassmannienne affine tronquée
x5

par la condition suivante : pour tout z € X%, on a x € %ff si et seulement si
appartient & I'enveloppe convexe des projections sur a§; des points —HG (z
M P
pour P € P(M).

ProproSITION 18.2.1. La grassmannienne affine tronquée :{]\Gf est un
sous-ind-schéma ouvert de XC.

Démonstration. On sait bien que 'enveloppe convexe des points —Hg(x)
est 'intersection des cones —Hg(a:) — %, oll Tap est la chambre de Weyl
obtuse positive dans aps (c’est un résultat d’Arthur, cf. [1]). Il suffit donc de
montrer que la condition H§(z) € —¢ — Tap définit un ouvert de X¢. Pour
cela, on procede comme dans [10, démonstration de la proposition 6.4]. O

18.3. Fibre de Springer affine tronquée. Soit Y € m(O) un élément semi-
simple et G-régulier. A la suite de Kazhdan-Lusztig (cf. [21]), on introduit la
fibre de Springer affine

¢ ={zxex | Ad(z"HY € g(O)}.

C’est un sous-ind-schéma fermé de X, En fait, %g est un k-schéma localement
de type fini et de dimension finie (cf. [21]). La fibre de Springer affine tronquée
Z{ffy est 'ouvert de %g défini par

x55 = x¢ nx{r.

Soit J le centralisateur de Y dans G xj F. C’est un sous-F-tore maximal de
G Xy F. Le groupe J(F) agit sur ’ensemble des k-points de :{3@ Il ne respecte
pas le tronqué %ffy Soit J' le sous-F-tore de J défini par

X.(J) =Ker(\ € X, (J) — H (V).
Le groupe J'(F) agit sur %g et respecte le tronqué .’{]\ny Soit
A= X, (J)

le groupe des cocaracteéres du sous-tore déployé maximal de J'. Via le mor-
phisme A — ¢, on identifie le groupe discret A & un sous-groupe de J'(F).

PROPOSITION 18.3.1. Le quotient A\.’{]\G/I’S(Y) est une variété quasi-projec-
tive définie sur k.

Démonstration. Cela se démontre comme dans [21]. O
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18.4. Une s-intégrale orbitale pondérée locale. On continue avec les nota-
tions précédentes en supposant désormais qu’on a 7(Y) = Y. Dans ce cas, J
est muni d’une action de 7 et on a une suite exacte en cohomologie d’ensemble
pointé
(18.4.1)

1— J(F) — GF) — (J(F)\G(F))" — Ker(J(F); = G(F);) — 1,

ou comme a la section 11.1 Iindice 7 désigne I’ensemble des classes de T-conjug-
aison. On munit les groupes J(F)” et G(F)” des mesures de Haar qui donnent
la mesure 1 respectivement au sous-groupe compact maximal de J(F)” et au
sous-groupe G(O)7 de G(F)". D’apres Kottwitz ([24, §7.6]), on a une suite
exacte canonique

(18.4.2) 00— J(F) — JF) — Xu(J)r — 0
qui induit au niveau des co-invariants sous 7 un isomorphisme
(18.4.3) J(F); ~ X.(J)r.

En particulier, le groupe J(F'); est discret. On le munit de la mesure de comp-
tage. On en déduit une mesure invariante a droite par G(F)” sur le quotient
(J(F)\G(F))".
Soit
invy : (J(F)\G(F))" = X.(J)r
le composé de I'application cobord de (18.4.1) avec I'isomorphisme (18.4.3) de
Kottwitz.

Définition 18.4.1. Pour Y et M comme ci-dessus et s € J', la s-intégrale
orbitale pondérée Jﬁ’S(Y) est définie par
(18.4.4)

TS (Y) = [DC(Y)[ (s, invy (9)) Ly(0) (A1 (V) 05 (g) dg

/(J(F)\G(F))T
ol
—val(-) .

)

— la valeur absolue est |- |p = ¢

~ laccouplement est celui entre J¥ et X, (J)r;

— 14(0) est la fonction caractéristique de g(O);

— le poids d’Arthur v]%(g) est le volume dans a% de ’enveloppe convexe

des points —H§(g) pour P € P(M).

18.5. Interprétation géométrique des intégrales orbitales pondérées. Puis-
que Y est T-stable, le quotient A\%ffy est défini sur F,. Soit n € Homgz (A, @X)
un caractére d’ordre fini. On supposé que ce caractere est fixe par 7 ou, ce qui
revient au méme, fixe par I'. Par le choix d'un plongement de Q dans Q,, on
interprete n comme un caractere f-adique continu de A xGal(k/F,) trivial sur le
second facteur. On en déduit un systeme local £, sur A\%fjfy défini sur F, qui
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devient trivial lorsqu’on le tire par le revétement %]\ny — A\%ffy L’action de
J'(F) sur .’{J\G/[EY commute & celle de A. On en déduit une action de J'(F) sur la

cohomologie H*® (%AG/[’gy, Ly). Par un lemme d’homotopie, celle-ci se factorise par
son groupe de composantes connexes. Ce dernier s’identifie au groupe X, (J');
par la suite (18.4.2) appliqué au F-tore J’. Or le sous-groupe discret A de J'(F)

1

agit par le caractere n~" sur la cohomologie H® (%ffy, Ly). Comme 'image de

A dans X, (J); est d’indice fini, on en déduit la décomposition suivante :
(18.5.1) H* (%55 L) = D H* (X5 L)
S/
ot la somme est prise sur Uensemble fini des s’ € (J')! = Hom(X,(J');,C*)
qui induisent le caractere ! sur A et on H ’(%J\ny,ﬁn) s désigne le facteur
direct de H‘(i{j\ny,E,]) sur lequel J'(F) agit via le caractere s’ de X, (J');.
Soit p§; la projection orthogonale de ays sur a§;. Le réseau H$(J(F)7) est
d’indice fini dans p§; (X« (M)). Soit u1, ..., pn un systéme de représentants du
quotient. Soit
YA = Xo(J )~ J(F),
et
o Xu(J)r = J(F)r = Xu(JJ)r = J(F);
les applications canoniques, les isomorphismes étant ceux donnés par (18.4.3).
On notera que les noyaux ainsi que le conoyau de v sont finis. Soit

J(F)° = J(F) nKer(H)).

Le quotient J(F)%7\J(F)7 est discret et il est muni de la mesure de comptage.
On en déduire une mesure de Haar sur J(F)%7.

THEOREME 18.5.1. Soit s € JU un élément d’ordre fini. Soit s' € (J')¥
Uimage de s par le morphisme canonique J* — (j’)F. Soit n € HomZ(A,@X)
le caractére induit par inverse de s'.

Pour tout € en position générale, on a [’égalité

T (Y) = S (Y)Y trace(r™ Y HH (XG5, L)),
=1

VOl(AT\J(F)07)

Gy Ker(®)
G(v) vol (af) /p§ (X.(M)))

G 1/2
| Coker (1)) IDE(Y)[E"

| Ker(¢)] -

18.6. Démonstration du théoréeme 18.5.1. On continue avec les notations
précédentes. Pour g € G(F), soit 174 la fonction sur a§; caractéristique de

I’enveloppe convexe des points —Hp(g), P € P(M). Pour tout ¢ € a§;, soit
G»
wii(9) = Hin € P (X(M)) | Lagg (€ + ) = 1}].
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9 st invariant a droite par M (F) donc par J(F'). On définit alors

»57

Le poids w7

lintégrale orbitale ponderee Jy~” par la formule (18.4.4) dans laquelle on

remplace le poids v§ W par w M’g.

PROPOSITION 18.6.1. Sous les hypothéses du théoreme 18.5.1, pour tout
£e a]\G/[, on a

Ty (Y) = () - vol (aM/pM ) Ztrace - H.(%Gﬁm’ﬁn)s’)-

Démonstration. Cette proposition généralise au cas tronqué le théoreme
15.8 de l'article [14] de Goresky-Kottwitz-MacPherson. Notre démonstration
s’inspire de la leur. Soit j € J'(F'). On confond dans les notations j et son image
dans J'(F),. Soit & € a§;. La formule des traces de Grothendieck-Lefschetz
donne I’égalité

(s, j) trace((j7) 1 HO (X575 L)) = > (s, 0(Aa)f)

TE(A\XGFS )7

ol A, est la classe dans A, d’un élément \ € A qui vérifie A\j7(z) = = et on
I'accouplement est ’accouplement canonique entre . L’expression ci-dessus ne
dépend que l'image de j dans le conoyau Coker(¢) de . On a donc

3o () trace((j7) 7Y HO (XS Ly)
jeCoker(v))

= |Ker(®)] > (s, HIANESS )

JEJ(F)~

Par la décomposition (18.5.1), le membre de gauche dans I’expression ci-dessus
vaut

(18.6.1) | Coker(v))| trace(r L, H'(3€]\ny, Ly)s).
A T’aide du théoreme de I'isogénie de Lang, on voit qu’on a

S (s HIATNESS )T

JEJ'(F)+
= X 6 [ o) Adl )Y )L (€) dg
jeT (F)s ATNGET
= vol(A™\J (F)*7) <s’,j>/ 1y0)(Ad(g)Y)uwS(9) dg,
e (Y \G(F)
ou

wi(g) = S a6

heJ(F)Om\J(F)
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est le nombre de points du réseau & + Hﬁ(J (F)7) dans ’enveloppe convexe
des —Hp(g), P € P(M). On a donc

n
> (g) = wii(g).
=1

Par conséquent lorsqu’on somme sur § + puq,...,§ + pup, U'expression (18.6.1),
on trouve
(18.6.2) | Ker())] vol(AT\J(F) )
— G
x Lyo)(Ad(g Y )uli(9) dg.
jEJ’ J(F

On a (s,7) = (s,0(j )> et J(F)"\G(F)’" s’identifie & I’ensemble des g €
(J(F)\G(F))™ tels que invy(g) = ¢(j). En fait, il résulte du lemme 11.4.4
que l'application invy est a valeurs dans 'image de ¢. L’expression (18.6.2)
est donc égale a

| Ker(y)] - | Ker(p)] - vol(A™\J (F)*7)|DE (V)| 72 I 555 (Y).
La proposition s’en déduit. O

PROPOSITION 18.6.2. Awec les notations du théoréme 18.5.1, pour tout
& en position générale, on a

TeE () = vol (a§ /oS (X (M) T35 (V).

Démonstration. Elle est identique a la démonstration du théoréeme 11.14.2
de [11]. O

18.7. Constance locale des fibres de Springer affines tronquées. Soit M €
L et a € carpr(O) un élément génériquement G-régulier. On fixe une section de
Kostant dans m notée M. On pose X, = e (a). On note J, le centralisateur
de X, dans M xj O : c’est un O-schéma en groupes lisse. Soit & € a]C(Y/[. On
pose

G7
X5 (@) = X5y,

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante qui généralise
au cas tronqué la proposition 3.5.1 de [29].

reg

PROPOSITION 18.7.1. Soit a € carp(O) Ncary; (F). Il existe un entier n
tel que pour tout a’ € carp(O) tel que

a'=a mod &"
il existe h € M(O) tel que

1. Ad(h) induit un isomorphisme de schéma en groupes de J, sur Jy ;

2. la translation a gauche par h induit un isomorphisme de :{]\Gf(a) sur

25 (a)).
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De plus, si a et a’ sont fizes par une puissance de T, on peut supposer de plus
que h est aussi fixe par la méme puissance de T.

Démonstration. Soit r et ng des entiers pour lesquels les conclusions du
lemme 18.7.3 valent pour I’élément X, et le groupe M. Soit

v = val(det(ad(Xa));

c’est un entier. Soit ¢ : n — N un isomorphisme de variétés affines et ¢ un
entier qui satisfont les conclusions du lemme 18.7.2. Soit ¢ > 0 un entier tel
que

(18.7.1) VY €em(0) et Vn € ((¢7™0O) ona Ad(n 1Y —Y € n(0O).

Soit ¢; > max(1,ng,c + r). On suppose de plus que c¢; est assez grand pour
que pour tout @’ € carpr(O) congru & a modulo € on ait @’ € car™8(F) et
val(det(ad(X,)s) = v. D’apres le lemme d’approximation 18.7.3, pour tout
a’ € carpr(O) tel que a’ =a mod £, il existe h € M(O) tel que

(18.7.2) h=1 mod &°
et
(18.7.3) [Ad(h)X,, Xo] = 0.

La conjugaison par h induit un morphisme de J, sur le centralisateur
Txanyx, de Ad(h)X, qui n’est autre que J, puisque X, et X,/ sont générique-
ment semi-simples réguliers. D’apres la proposition 3.2.1, ce morphisme se
prolonge. En raisonnant avec le morphisme inverse Ad(h~!), on voit que Ad(h)
induit un isomorphisme de J, sur J,. Soit ¢gG(O) € %ff(a). Montrons que
hgG(O) € %ff(a). Remarquons tout de suite qu'on a Hys(h) = 0 puisque
h =1 mod €. En particulier, la translation par h respecte la troncature. Il
suffit donc de prouver qu’on a

Ad(hg) ' Xy € g(0O).

Soit P € P(M). Par la décomposition d’Iwasawa, on peut bien supposer qu’on
ag = mnavec m € M(F) et n € N(F). Puisque ¢gG(O) € %ff(a), on a
Ad(mn)~1X, € g(O). On écrit

Ad(mn)™1X, = [Ad(n Y (Ad(m) "1 X,) — Ad(m) "1 X,] + Ad(m 1) X,,

ot le crochet appartient & n(F) et ot Ad(m~1)X, € m(F). On a donc les deux
conditions

(18.7.4) Ad(m Y X, e m(O)
et
(18.7.5) Ad(n Y (Ad(m)"1X,) — Ad(m) "1 X, € n(O).
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Soit Y = Ad(m~1)X,. La condition (18.7.4) entraine que Y € m(Q). Soit Iy
le centralisateur de Y dans M. L’automorphisme intérieur Ad(m~!) induit un
isomorphisme en fibre générique de J, sur Iy. Par la proposition 3.2.1, on sait
que cet isomorphisme se prolonge en un morphisme de schémas en groupes sur
O de J, dans Iy. En particulier, on a

(18.7.6) Ad(m™) (Lie(J,)(0)) € Iy (0) € m(0O).

Comme Ad(h™1)(Xy) commute & X,, on a Ad(h™1)(Xy) € Lie(J,)(0). Vu
(18.7.6), on obtient

(18.7.7) Ad(m ) (Ad(h™H (X)) € m(O).

Les conditions (18.7.2) et (18.7.3) entrainent qu'on a X, — Ad(h™ 1) X, €
e¢Lie(J,)(O). Par (18.7.6), on a

(18.7.8) Ad(m 1) (X, — Ad(h"H X ) € em(0O).

D’apres le lemme 18.7.2, les conditions (18.7.4) et (18.7.5) et le fait que v =
val(det(ad(X,)s)) entrainent que n € ((¢~*n(0)). Par (18.7.8) et (18.7.1), on
a

(18.7.9)

Ad(n H(Ad(m (X, —Ad(h ™ H X)) — Ad(m (X, — Ad(h 1) X ) € n(O).

Donc la condition (18.7.5) entraine l’assertion
(18.7.10) Ad(n Y (Ad(m H(Ad(R ) Xy)) — Ad(m ) (Ad(h 1) Xy) € n(O)
qui, combinée avec (18.7.7), donne

Ad(hmn) ™ (Xo) € 9(0)

ce qu’on cherchait & démontrer. Le méme raisonnement montre I'implication
réciproque. La proposition s’en déduit, la derniere assertion résultant de la
derniere assertion de 18.7.3. [l

Les deux lemme suivants ont été utilisés dans la démonstration de la pro-
position 18.7.1.

LEMME 18.7.2. Soit M € L et P € P(M). Il existe un isomorphisme de
variétés affines ( :n — N, un morphisme ¢ : n X m — n et un entier ¢ de sorte
que pour tout Y € m tel que det(ad(Y),) # 0 le morphisme N — n induit par

n Ad(n )Y - Y
est un isomorphisme d’inverse U € n — (((det(ad(Y) ) ""¢(U,Y)).
Démonstration. Cet énoncé est probablement bien connu mais faute de
référence on esquisse une démonstration. Soit B C P un sous-groupe de Borel
qui contient T'. Soit Ap I'’ensemble des racines simples de T" dans B et Ay C

Ap le sous-ensemble des racines hors M. La restriction des racines dans Ay
a la composante neutre notée A du centre de M est injective. On identifie
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les éléments de Ay a leur restriction & Aps. Soit @V ’ensemble des racines
de T dans N. La restriction d’une racine dans ®V & A, est une combinaison
linéaire a coefficients entiers positifs non tous nuls d’éléments de A ;. Pour tout
entier [, soit CID{V le sous-ensemble des racines dont la somme des coefficients
sur Ay est égale a [. Pour [ assez grand l’ensemble @{V est vide. Pour tout
a € ®N, on fixe un sous-groupe & 1 parametre additif ¢, : G, — N de sorte
que tCq(u)t™! = (o(a(t)u) pour t € T et u € Gy,.

Pour tout a € ®V, soit n, C n le sous-espace de poids a. Posons pour

tout entier [
w= (P na
ae@f

ﬂl=:€{9n@

1>

et

. . . . 0N .
Par le choix d’une base, on identifie n; & G4' . Le morphisme (; = HaE‘I?lN Ca (le
produit est le produit dans N selon un ordre fixé une fois pour toutes) envoie
n; sur une sous-variété notée N; de N. Soit N! = Nig1-Nigo- ... (le - désigne
le produit dans N). On a alors les propriétés suivantes pour tout [ > 0 :
1. n; est stable par l'action adjointe de M ;
2. [n,m] Cnl;
3. N'! est un sous-groupe de N stable par conjugaison par M et [N, N;] C
DJL
4. le quotient N'/N*! est commutatif et le morphisme (4 induit un
isomorphisme de groupe de n4; sur N /N 1 On peut de plus supposer
que la différentielle de ce morphisme est le morphisme canonique n;1 1 —
n /nl—i—l.
Soit I >0, n € Ntety € M. On a donc n~yny~' € N 1l existe U € njyq tel
que n € 4+1(U)N +1 En utilisant les propriétés ci-dessus, on voit qu'il existe
un morphisme v : np; x M — ngyq tel que n " tyny™t € (1 (¢(U,y)) N
On remarquera que le morphisme 1 est linéaire en la premiere variable. En
prenant une différentielle, on obtient la relation suivante pour tout ¥ € m :

(18.7.11) Ad(n M YY —Y =¢/(U,Y) mod (n't1)
pour une certaine application bilinéaire 1)'. En différentiant encore, on trouve
(18.7.12) ' (U,Y)=1[Y,U] mod (n"*1).

Cela dit, nous sommes en mesure de démontrer le lemme. Comme le mor-
phisme n + Ad(n~1)Y — Y envoie N ! dans n!, on peut raffiner ’énoncé pour

les sous-groupes N'. Par récurrence, on suppose I’énoncé raffiné vrai pour N'.
Il s’agit alors de le démontrer pour N° = N. Partons de V € n. Soit V; le
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projeté de V sur ny suivant n = ny @ nl. Soit n = ((U) avec U € ny. De
(18.7.11) et (18.7.12), on déduit

Ad(n )Y =Y =[Y,U] mod (n').

Supposons de plus que det(ad(Y)},) # 0. 11 existe alors un unique U € ny
tel que [Y,U] = Vi. De plus U est un polynome ¢; en Vi et Y multiplié par
I'inverse de det(ad(Y)},,) # 0. Pour un tel U, on a donc

Ad(n )Y —Y -V enl.

En appliquant 'hypothese de récurrence, un élément de n; est de la forme
—(Ad(nl_l)Y —Y) avec n; € N! qui est donné par un certain morphisme du
type décrit dans I’énoncé. On a alors

Ad((nn) Y =Y =V =Ad(n{H(Ad(n )Y = Y) + Ad(n )Y =Y -V
=Ad(n ™YY =Y +Ad(n" )Y =Y =V mod (n?)
=0 mod (n?).

On obtient le lemme par récurrence. O

LEMME 18.7.3. Soit X € g(O) un élément génériquement semi-simple
régulier. Alors il existe des entiers r et ng tels que pour tout n > ng et tout
Y € g(O) tel que

Y =X mode"
il existe g € G(O) tel que

n—r

1. g=1 mod "™ ",
2. [Ad(¢9)X,Y] =0.

Si, de plus, X et'Y sont fizes par une puissance T, alors on peut exiger
de g d’étre fize par la méme puissance de T.

Démonstration. Soit Y € g(O). Le foncteur qui & toute O-algebre A as-
socie ’ensemble

{9 € G(A) [ [Ad(9)X, Y]}

est représentable par un schéma sur O. Supposons Y = X mod " pour n assez
grand. La fibre générique de ce O-schéma est lisse, en particulier si Y = X. Il
n’en est pas de méme en général de sa fibre spéciale. La section unité fournit
un point dans O/e"O. Par une variante du lemme 1 de [13], en utilisant des
approximations successives, on peut relever cette section en un O-point qui
vérifie les conditions voulues. O
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19. Fin de la démonstration du lemme fondamental pondéré

19.1. Soit k une cloture algébrique d’un corps fini Fy & ¢ éléments et
7 le Frobenius de k/F,. Soit K1 = Fy((¢)) et K = k((€). Soit O1 = Fg[[¢]].
Soit (G,T) un couple formé d'un groupe réductif connexe défini sur F, et
d’un sous-tore 7' maximal et déployé sur F,. Soit M € LY(T). Soit s € T et
M’ = M,. On suppose qu'on a M # M’ et Z]%; = Z%m' Soit M’ le groupe

déployé sur F, dual de M. Alors M’ est un groupe endoscopique elliptique
<non ramifié> de M. Pour tout Y € m/(K;) et X € m(K;) semi-simples et
G-réguliers, Langlands et Shelstad (cf. [26]) ont défini un facteur de transfert
Ay v (Y, X) ;5 plus exactement, il s’agit ici d’une variante de leur définition
adaptée aux algebres de Lie et «privée du facteur Ary>, que Waldspurger
introduit dans [30]. Ce facteur est normalisé par le choix d'un épinglage : ici
on prend un épinglage de M qui est stable par le Frobenius 7. Alors le facteur
de transfert ne dépend pas du choix d’un tel épinglage (cf. [18] IL.7).
Pour tout Y € m/(K) semi-simple et G-régulier, soit

IS (Y) = Anp (Y, X)| D (X)[1/2
X

<[ 10, (Ad(g™) X)S) (9)dg,
Ix (Ki)\G(K1)

ou la somme porte sur ’ensemble des éléments semi-simples G-réguliers de
m(K1) pris modulo M (K;)-conjugaison. Le poids v§; est le poids d’Arthur
considéré précédemment. Les conventions sur les mesures de Haar sont aussi
celles considérées précédemment. Notons que Ay (Y, X) est nul sauf sur un
sous-ensemble fini de I’ensemble de sommation.

THEOREME 19.1.1. (Lemme fondamental pondéré pour les algébres de
Lie sur les corps locaux de caractéristiques égales)

On reprend les notations et les hypothéses ci-dessus. Soit Y € m/(Kq)
semi-simple et G-régulier. L’application J : Sﬁ,eu(s) UG —C définie par

J(G) = i (V)
et pour tout H € 5%7611(8) par
J(H) = T30 (V)

est stabilisante.

Démonstration. Elle est tout-a-fait analogue a la démonstration par Ngo
du lemme fondamental ordinaire (cf. [29, §8.6]). Soit Y € m/(K7) semi-simple
et G-régulier. On suppose que xp(Y) € caryp(Oq) sans quoi le théoreme
est trivialement vrai (J est alors identiquement nulle). Les valeurs de J ne
dépendent que de b = x 7 (Y) € carpp (O1). Soit by € carps(O;) déduit de b par
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le morphisme canonique cary;r — carys. Pour tout choix d’un épinglage de M
stable par le Frobénius 7, on dispose d’une section de Kostant ;7 : cary; — m.
Soit Y1 = epr(b1). D’apres Kottwitz (cf. [25]), on a App pr(Y, Y1) = 1 de sorte
qu’on vérifie qu’on a

(19.1.1) I$ (V) = T35 (Y1),

ou le second membre est celui défini en (18.4.4) relativement au Frobenius 7.

Soit n > 1 un entier, K, = Fyn((¢)) et O, = Fyn][¢]]. Pour tout entier
n > 1 et tout b € carpy(Oy), on définit J,, comme l'application J définie
comme ci-dessus mais associée au corps K, et a un relevement arbitraire Y,, €
w'(K,) de b (c’est-a-dire xp(Y;,) = b). On normalise toujours les facteurs de
transfert par un épinglage stable par le Frobenius 7. Comme précédemment, on
aJnp = JG ST (Y1) ol Y7 se déduit de b par le choix d’une section de Kostant
attachée a un épinglage stable par le Frobenius 7 et ol le second membre est
celui défini en (18.4.4) mais relativement au Frobenius 7.

Soit b € cary(Oq). 11 résulte du théoreme 18.5.1 qu’il existe des familles
presque nulles de complexes (¢;)ien et (A;)ieny qui dépendent de b et G telles
que pour tout entier n € N on ait

Jnp(G) = Z CiAY
1€EN

Il en est de méme pour tout He Eﬁyen(s). Par conséquent, on déduit d’un
argument standard (utilisation d’un déterminant de Van der Monde), que I’ap-
plication Jj ; est stabilisante (ce qui est notre but) des qu’il existe un entier m
tel que pour tout entier n > m, I’application .J, j est stabilisante.

Soit N un entier tel que pour tout n > 1 et tout b’ € cary(O,) qui vérifie

(19.1.2) V=0 mode"

les fibres de Springer affines .’{]\Gf(b) et .’{ff(b’ ) d’une part et %AHW& (b) et %AHf ()
pour tout H € SJ\C}'[’eH(s) d’autre part vérifient les conclusions de la proposi-
tion 18.7.1. On suppose également que, sous la condition (19.1.2), on a

(19.1.3) DE (') e DY (b)O).

D’apres la proposition 18.7.1, un tel N existe. Pour tout &’ qui vérifie (19.1.2),
la proposition 18.7.1 et le théoreme 18.5.1 impliquent que pour tout n > 1, on
a

(19.1.4) Jntt = Jnb.

On fixe une courbe projective Cy sur F, géométrique connexe et deux
points distincts v et oo dans Cy(F,). Soit g son genre. On fixe un isomorphisme
entre K et le complété Fy, du corps des fonctions de Cp au point v. Ainsi b
s’identifie & un élément de carps (Op ) ot Op, est anneau des entiers de Fi .
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Soit D un diviseur de Cj dont le support ne contient ni oo ni v et dont le degré
vérifie les inégalités suivantes :

(19.1.5) val, (DY (b)) < 2|W%|~(deg(D) — 29 + 2)
et
(19.1.6) N rang(G) + 2g < deg(D).

Cette derniere inégalité implique que 'application de restriction
(19.1.7) HY(Cy, caty p) — catM/(Ogm/wf)v)

est surjective. Le sous-schéma fermé A (b, N) de Ay des (hq,t) tels que hy
ait méme image que b par 'application (19.1.7) est de codimension N rang(G)
dans .AM/.

Soit App (b, N)? Touvert de App (b, N) formé des a = (hg,t) tels que,
pour tout point ¢ # v de Cjp, si hq(c) appartient & RS, U DM’ ce point
est lisse et Pintersection de hq(C) avec RE, U DM y est transverse. Par une
variante d’un théoréme de Bertini (cf. [29, §8.6.6]), Axz (b, N)? est non vide.
Comme la codimension de Ap; — A‘j&, dans App est > deg(D) et que la
codimension de Ay (b, N)° dans Ay est Nrang(G) < deg(D) (cf. (19.1.6)),
on a Ay (b, N)? N ASY, # (. Cette intersection est méme de dimension > 0.
D’apres le théoreme de Deligne, il existe un entier m tel que pour tout n > m,
il existe aps € Ay (k)™ qui appartient & cette intersection. Or un tel point
vérifie les hypotheéses du théoreme 9.1.3 : I'image de aps dans Ag appartient
donc a 'ouvert A%OH. Le théoreme 17.3.1 implique alors que I'application J,, i,
ou b’ est 'image de aps dans catyy (O),), est stabilisante. Or J,, y = Jp,p par
I'égalité (19.1.4). L’application J,; est donc stabilisante pour tout n > m.
Comme on I'a expliqué en début de démonstration cela entraine que J, ;1 est
stabilisante ce qu’il fallait démontrer. O
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