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Abstract

In this article we answer a question proposed by Gelfond in 1968. We prove
that the sum of digits of prime numbers written in a basis g = 2 is equidistributed
in arithmetic progressions (except for some well known degenerate cases). We
prove also that the sequence (csy(p)) where p runs through the prime numbers is
equidistributed modulo 1 if and only if & € R\ Q.

Résumé

L’objet de cet article est de répondre a une question posée par Gelfond en 1968
en montrant que la somme des chiffres s, (p) des nombres premiers p écrits en base
q = 2 est équirépartie dans les progressions arithmétiques (excepté pour certains
cas dégénérés bien connus). Nous montrons également que la suite (as4(p)) ou p
décrit I’ensemble des nombres premiers est équirépartie modulo 1 si et seulement
sic eR\ Q.

1. Introduction

Dans tout cet article, g désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2. Tout
nombre entier n peut s’écrire de manieére unique en base g sous la forme

(D) nzanqk (ng €{0,...,q—1}),
k=0

ou les ny, sont tous nuls a partir d’un certain rang. La somme des chiffres du nombre
entier n écrit en base g est définie par :

@) sq(n) = an.
k=0

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier, % 1’ensemble des nom-
bres premiers et pour tout nombre réel x on note |x| = max{n € Z, n < x},
x|l = IniIZl |x —n| ete(x) =exp(Rimx).

ne
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1.1. La recherche de nombres premiers dans des suites classiques. La re-
cherche de nombres premiers dans des suites particulieres est un probléme clas-
sique en théorie des nombres, connu pour sa difficulté, et pour lequel on dispose
de tres peu de résultats. En dehors du résultat initial établi par Dirichlet en 1837 [37,
pp- 315-350] étudiant la répartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques, précisé ultérieurement par le théoreme de Siegel-Walfisz (on trou-
vera une preuve de ce dernier théoreme dans [14, Chapitre 8]), les suites classiques
dans lesquelles on est capable d’estimer précisément la proportion de nombres
premiers sont les suites formées des entiers de la forme |no | ou de la forme [n%].
Dans le premier cas, cela résulte facilement du théoréme établi par Vinogradov en
1948 montrant 1’équirépartition modulo 1 de la suite (p)peq lorsque o € R\ Q
(on trouvera une preuve de ce théoréeme dans [14, Chapitre 9]).

Dans le second cas, on ne dispose que de résultats partiels concernant soit
presque tout «, soit des intervalles 1 < a < g pour certaines valeurs de «g. La
valeur o9 = 12/11 obtenue en 1953 par Piatetski-Shapiro [47] a été améliorée
successivement par Kolesnik, Graham, Leitmann, Heath-Brown, Liu et Rivat, la
meilleure valeur actuelle g = 1.16117. .. ayant été obtenue par Rivat et Sargos
dans [52].

Ces résultats de nature analytique sont a mettre en parallele avec ceux qui ont
pu étre obtenus grace a des constructions de nature algébrique. Il est connu depuis
les travaux de Fermat que tout nombre premier p = 1 mod 4 est de la forme m? +n?
(voir par exemple Hardy-Wright [22, Th. 251]) et Fouvry et Iwaniec [18] ont réussi
en 1997, en exploitant la nature algébrique du probleme et en utilisant des méthodes
de crible trés sophistiquées, a obtenir une formule asymptotique pour le nombre de
nombres premiers p < x de la forme p = m? 4 n? avec m premier. A la suite de ce
travail, Friedlander et Iwaniec [20], [19] ont apporté une contribution majeure dans
cette direction en montrant un résultat de méme nature pour les nombres premiers
de la forme p = m? + n*, suivis par Heath-Brown [26] pour les nombres premiers
de la forme p = m?3 4 2n3. L’existence d’une infinité de nombres premiers de la
forme p +2 (nombres premiers jumeaux), de la forme 72 + 1 (plus généralement de
forme polynomiale), de la forme 2" 4+ 1 (nombres de Fermat), 2" — 1 (nombres de
Mersenne) ou dans des suites récurrentes linéaires, constitue une série de problemes
tres largement ouverts [51].

Les résultats que nous présentons dans ce travail s’inscrivent dans ce cadre
puisque nous montrons par exemple la bonne répartition des nombres premiers
dans la suite des entiers n pour lesquels s4(n) = a mod m.

1.2. Représentation des nombres premiers en base q. Les résultats que nous
présentons s’inscrivent également dans le cadre de 1’étude de la représentation des
nombres premiers en base g. On connait peu de résultats sur ce sujet en dehors des
travaux de Copeland et Erd6s [7] en 1946 qui montrent, pour tout ensemble € de
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nombres entiers vérifiant, pour tout 6 < 1, card{n < x, n € €} > x? pour x assez
grand, la normalité du nombre réel dont I’écriture en base g est formée de 0, suivi
de la concaténation dans 1’ordre croissant des éléments de 1’ensemble € écrits en
base ¢. Il découle en particulier de leur théoreme que

> sa(p) = 50~ D +o()

p<x 0gq

et on trouvera dans [32], [54], [27] des estimations plus précises de cette fonction
sommatoire de la somme des chiffres des nombres premiers, dans [33] celle des
moments d’ordre k, et dans [35], [34], [2] I’étude de la distribution limite de la fonc-
tion somme des chiffres dans I’ensemble des nombres premiers. Le théoreme de
Lejeune Dirichlet [37, pp. 315-342] concernant la répartition des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques rentre également dans ce cadre et il permet
de montrer, comme 1’a remarqué Sierpifiski, que pour toute suite finie de chiffres
ai,...,ametby,..., by telle que (by,q) =1, il existe une infinité de nombres pre-
miers dont les m premiers chiffres sont successivement ay, . . ., a,, et les n derniers
chiffres successivement by, . .., b, ([55] contient une preuve de ce théoréme dans
le cas g = 10 et attribue a une remarque de Knapowski le cas général). Harman a
étendu dans [23] ce résultat a des nombres premiers qui possedent certains chiffres
librement préassignés, démontrant ainsi une conjecture due a Wolke [60], qui avait
pu en donner une preuve sous [’hypotheése de Riemann généralisée.

log2
L’existence d’une infinité de nombres premiers de Fermat ou de Merser‘fne, qui
correspondent respectivement a la borne inférieure et a la borne supérieure de cette
inégalité, constitue un probleme d’une difficulté extréme qui s’inscrit également
dans le cadre de I’étude de la représentation des nombres premiers en base 2.

Par ailleurs on ne connait pas d’algorithme simple permettant de savoir si un
nombre entier est premier a partir de la donnée de son écriture en base g. Minsky et
Papert ont d’ailleurs montré dans [43] que I’ensemble des nombres premiers n’est
reconnaissable par aucun g-automate fini (pour cette derniere notion, on pourra
consulter [1] ou [13]). Cobham a présenté dans [6] plusieurs preuves alternatives de
ce résultat qui a été généralisé par Hartmanis et Shank dans [24] et Schiitzenberger
dans [53] en montrant qu’aucun ensemble infini de nombres premiers n’est recon-
naissable par un g-automate fini (ni méme par un automate a pile) et par Mauduit
dans [39] en montrant que 1’ensemble des nombres premiers n’est engendré par
aucun morphisme sur un alphabet fini.

Les théorémes que nous établissons ici peuvent étre interprétés comme une
démonstration de I’'indépendance statistique entre la propriété multiplicative « €tre
un nombre premier > et une propriété de nature automatique relative a la repré-
sentation des nombres entiers en base g (le lecteur trouvera dans I’introduction

On remarque que si p = 3 est un nombre premier, alors 2 < s7(p) < Llog 2 J +1.
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de [17] une présentation de 1’aspect automatique de ce probleme). On pourra
également parler de I’indépendance statistique entre une propriété multiplicative et
une propriété g-multiplicative ou g-additive (notions introduites indépendemment
par Bellman et Shapiro [3] et Gelfond [21]), la fonction somme des chiffres vé-
rifiant, pour tous entiers k, a, b tels que b < ¢*, la relation Sq (¢%a + b) =

sq(qka) +s4(b).

1.3. La fonction somme des chiffres. La fonction somme des chiffres apparait
dans de nombreux problemes mathématiques (voir [40] pour un survol de ces ques-
tions) mais c’est Mahler qui la fait intervenir le premier dans un contexte d’ana-
lyse harmonique profondément li€ a notre propos. Il introduit dans [38] la suite
((—1)52(”)),120 afin d’illustrer plusieurs théoremes d’analyse spectrale obtenus par
Wiener [59] et montre en particulier :

THEOREME A. Pour tout nombre entier k la suite

1
— —12Mm_q Sz(n+k))
(N 3 (R0 (1) .

n<N

converge et sa limite est non nulle pour une infinité de k.

Ces travaux ont ouvert la voie a I’étude spectrale des systemes dynamiques
symboliques. En effet la convergence de cette suite peut &tre comprise comme
une conséquence de I’unique ergodicité du systeme dynamique associé a la suite
((=1)2(), - appelé systéme dynamique de Thue-Morse (voir par exemple [48]).

Keane a montré dans [36] que pour tout entier k, la limite de cette suite est
égale au k-ieme coefficient de Fourier de la mesure de corrélation associée au
systeme dynamique de Thue-Morse, c’est-a-dire le produit de Riesz [[,-,(1 —
cos 2""t). Des résultats analogues ont été obtenus dans [8], [42], pour la classe plus
générale des suites g-additives ou g-multiplicatives.

1.4. Le théoreme de Gelfond et ses conséquences. Des résultats importants
concernant la répartition dans les progressions arithmétiques de la somme des
chiffres de certaines suites classiques ont été donnés par Gelfond dans [21] (on
trouvera dans [15] des premiers résultats concernant le cas ou m est un nombre
premier) :

THEOREME B. Soient g, m, et d des nombres entiers positifs tels que g = 2
et (m,q—1) = 1. Alors pour tout (a,r) €{0,1,...,m—1}x{0,1,...,.d—1}ona

N
card{n < N, sq(n) =amodm, n=r modd} = ] + O(NA)

1 gsinm/2m
2loggq 08 in w/2mgq

avec A = < 1.
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Gelfond déduit de ce théoreme la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres des entiers sans facteur puissance k-ieme
(k = 2) et Mauduit et Sarkdzy en déduisent [41] la bonne répartition dans les
progressions arithmétiques de s4(p1 + p2)(p,, p,)ep2 (On trouvera également dans
[41] des résultats concernant les valeurs moyennes et les valeurs extrémales du
nombre de facteurs premiers (comptés avec ou sans multiplicité) de 1’entier n
lorsque celui-ci est soumis a la condition s4(n) = a mod m, ainsi qu’un théoréme
du type Erd6s-Kac).

Par contre le Théoreme B n’est pas suffisant pour décrire la répartition de la
somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond a poser plusieurs
probleémes a la fin de son article, dont le suivant :

< Il serait aussi intéressant de trouver le nombre des nombres premiers
p < x tels que s4(p) =/ mod m >.

Montgomery mentionne ce probleme de Gelfond dans une série de problemes
ouverts [44, Prob. 67, p. 208] et indique que celui-ci a été abordé par Olivier dans
[45], [46] en observant toutefois que les sommes de type II n’ont pas été estimées.

1.5. Nombres presque premiers. Nous avons mentionné dans le Section 1.1
plusieurs problemes ouverts concernant la recherche de nombres premiers dans des
suites classiques. L’utilisation de méthodes de crible a permis d’obtenir récemment
des réponses aux questions analogues obtenues en remplacant I’ensemble % des
nombres premiers par I’ensemble %, (r = 2) des nombres entiers possédant au plus
r facteurs premiers (appelés nombres presque premiers).

Ainsi, a la suite de travaux de Brun [4], Rademacher [49] et Rényi [50], Chen
a démontré [5] I’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que p +2 € P,
et Iwaniec [30] I’existence d’une infinité d’entiers n tels que n%?+1e®,.

En ce qui concerne I’étude de la somme des chiffres, Fouvry et Mauduit
[17], [16] ont montré, en injectant dans le crible des estimations d’exposants de
répartition liées a 1’étude spectrale de certains opérateurs quasi-compacts, le théo-

réme suivant (on rappelle que pour tout nombre entier = 1 fixé, on a : card{n <

r—1 .
X, A=Dp1...Dr}~ % (voir par exemple [56]) ) :

THEOREME C. Pour q et m entiers = 2 tels que (m,q — 1) = 1, on a pour
tout a € 7 et x — +00, la minoration
card{n < x, sq(n) =amodm, n € Pa} >gm ——
log x
La clef de la démonstration du Théoréme C consiste a2 majorer une certaine
somme d’exponentielles par une borne meilleure que la racine carrée de la ma-
joration triviale, ce qui permet a Fouvry et Mauduit de montrer un théoreme du
type Bombieri-Vinogradov pour la fonction somme des chiffres avec un exposant
strictement supérieur a 1/2.
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On pourra comparer le Théoreme C avec le suivant dii a Dartyge et Tenen-
baum [11] qui permet d’obtenir une minoration valable pour les entiers possédant
exactement r facteurs premiers :

THEOREME D. Pour g, m, et r entiers = 2 tels que (m,q — 1) = 1, on a pour
tout a € Z et x — +00, la minoration

x (loglog x)" 2

card{n < x, sq(n) =amodm,n = py...pr} >qmr .
” log x logloglog x

Mentionnons également parmi cette catégorie de résultats I’existence d’une
infinité de nombres presque premiers dans toute suite d’entiers engendrée par un au-
tomate fini fortement connexe [17] et I’existence d’une infinité de nombres presque
premiers parmi les suites de nombres entiers ellipséphiques [9], [10].

2. Résultats

On note A la fonction de Von Mangoldt définie par A(n) =log p si n = p¢
(p premier, a entier = 1), et A(n) = 0 sinon.

THEOREME 1. Pour q = 2 et a tels que (g — 1)a € R\ Z, il existe o4(cc) > 0
tel que

3) Y An) e(asg(n) = Ogq(x' 1@,

Ce théoréme nous permet d’apporter une réponse complete a la question de
Gelfond [21] ainsi qu’a des questions de méme nature concernant les propriétés
arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers.

THEOREME 2. Pour q = 2, la suite (csq(p))pew est équirépartie modulo 1 si
et seulement si « € R\ Q.

THEOREME 3. Pour q et m entiers = 2, il existe 04, > 0 tel que pour tout
acl’z,

“)

card{p <x, s4(p)=a mod m} =

) _1 _
D (v, (m, =)+ O 00,

3. Description de la preuve du Théoreme 1

Pour estimer une somme de la forme ), A(n)g(n), on utilise dans la Section 4
une identité combinatoire due a Vaughan qui fait apparaitre des sommes multiples

de la forme
Z Z ambng(mn).
m n
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Ces sommes sont qualifiées de sommes de type I lorsque 1’un au moins des coeffi-
cients a,, ou by, est lisse, par exemple b, =1 ou b,, =logn (la variable correspon-
dante étant d’un ordre de grandeur significatif) et de type Il lorsque les coefficients
am et by, ont une structure arithmétique trop complexe pour pouvoir étre exploitée
(chacune des variables m et n étant, dans ce cas, d’un ordre de grandeur significa-
tif).

La principale difficulté réside généralement, et la preuve du Théoreme 1 n’é-
chappe pas a cette regle, dans I’estimation des sommes de type II. Une application
de I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour < lisser » la variable m, puis I'inégalité
de Van der Corput, nous amene dans la Section 6.1, puisque g(n) = e( f(n)) avec
f(n) = asy(n), a considérer dans 1’exponentielle des différences de la forme

f(m(n+r))— f(mn),

ou la variable r est tres petite devant n. Or, les chiffres de m(n + r) et ceux de
mn coincident assez rapidement au dela de la taille de mr, une différence n’étant
possible que par la propagation d’une retenue. En prenant une petite marge, on
s’assure que les couples (m, n) exceptionnels pour lesquels la coincidence n’a pas
lieu sont en nombre négligeable. Nous pouvons ainsi remplacer dans la Section 6.2
la fonction f par une fonction tronquée f; qui ne prend en compte que les chiffres
de n de poids inférieur a A (A est un parametre qui dépend essentiellement de la
taille de m). La fonction f; est périodique de période q’l, et cette propriété va
nous permettre dans la Section 6.3 en quelque sorte de séparer la structure digitale
de la structure multiplicative du probleme. La clef permettant de poursuivre la
majoration des sommes de type II consiste a exprimer la transformée de Fourier
discrete de e( fj (n)) sous forme de produits de polyndmes trigonométriques, puis
a estimer des moyennes d’ordre 1 et des moyennes quadratiques pondérées de ces
produits.

Dans le cas des moyennes d’ordre 1, I’objectif est, comme dans [17], d’ex-
ploiter la structure automatique de la fonction somme des chiffres et d’obtenir une
majoration meilleure que la racine carrée de la borne triviale. Ces estimations ont un
caractere assez technique et présentent un intérét indépendant du reste de 1’article.
Aussi, afin de ne pas interrompre le fil conducteur de la preuve du Théoreme 1,
nous avons choisi de les présenter dans une partie indépendante située a la fin de
cet article (Section 12). On achéve la majoration des sommes de type II dans la
Section 7 en appliquant ces estimations et en prenant soin de séparer le cas ¢ = 2
du cas g = 3 qui conduisent chacun a des difficultés de nature différente.

Enfin, nous traitons dans la Section 8 les sommes de type I par une méthode
analogue a celle développée par Fouvry et Mauduit dans [17], [16], ce qui nous
permet de terminer la preuve du Théoreme 1.
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4. Identité combinatoire

Une méthode classique (Hoheisel [28], Vinogradov [58]) pour traiter une
somme de la forme ), A(n)g(n) est de la transformer en sommes multiples

Z ay(ny)---ax(ng)g(ny---ng)
Ny k

ol ny,...,n satisfont des conditions multiplicatives. On appelle traditionnelle-
ment sommes de type I des sommes multiples comportant au moins une variable
« lisse », les autres étant qualifiées de sommes de type II. Dans notre travail (et
comme cela est le plus souvent le cas) I’estimation des sommes de type II consti-
tue la difficulté essentielle. Vaughan a donné une élégante formulation de cette
méthode [57], qui a ensuite été approfondie par Heath-Brown [25]. Signalons par
ailleurs que le crible introduit par Friedlander et Iwaniec (voir par exemple [31,
Th. 13.12, p. 351]) conduit également a des majorations de sommes analogues aux
sommes de type I et de type II, mais dans des intervalles de sommation différents.

Nous allons utiliser une variante connue de la méthode de Vaughan (cf. [31,
Prop. 13.4, p. 345]) permettant d’éviter I’apparition de fonctions diviseurs qui ne
peuvent pas étre individuellement majorées par un facteur logarithmique.

LEMME 1. Soientq =2, x = ¢q%,0< By <1/3,1/2 < By < 1. Soit g une
fonction arithmétique. On suppose que pour tous réels M < x et tous nombres
complexes am, by avec lam| <1, |by| <1, 0na

(5) > > ambug(mn)| <U  pour xPr < M <xP> (type ),

X X
%<m$M gm NS5,

(6) Z max Z gmn)|<U pour M <xP (type D).

T St<
M < 97 m|t<n<
Alors
Y Am)g(n)| < U (logx)>.
x/q<n<x

Remarque. Nous verrons que la majoration que nous obtiendrons dans la Sec-
tion 7 pour les sommes de type II permet en réalité de choisir 81 arbitrairement
proche de 0 (voir I’inégalité (43) dans le cas ¢ = 2 et I’inégalité (62) dans le cas
q = 3), ce qui permettrait de traiter plus grossierement les sommes de type 1.

Nous avons néanmoins choisi d’étudier de maniere plus fine les sommes de
type I afin d’obtenir un meilleur exposant o4(cr) dans le Théoreme 1, en vue
d’éventuelles applications.
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Preuve. Pour u = 1 et s € C posons

66 =Y pe =y A

n<u n<u

et considérons, pour N (s) > 1, ’égalité

_f_/:F_;’G—éFGH(l‘G) (_C_/_F)’

g ¢ g
ou ¢ est la fonction zéta de Riemann définie par {(s) = ) nls
nzl1

Pour tout x > g2, on a \/x < x/q. En identifiant le coefficient de n™ de

chaque coté de I’égalité on obtient donc pour 1 <u < /x :

> Am)gn) =S1— S+ S;3

x/qg<n<x

avec

Si= 3 ulm) log(n) gmn),
m<u
x/q<mn<x

Sa= Y (i) Amz) g(miman),

mi<u
mo<u
x/qg<mimon<x

S3 = Z w(m) A(ny) g(mnyny).

U<m<x
U<n|<x
x/qg<mniny<x

Choisissons u := xP1, ce qui implique en particulier 1 <u < /x < x/q. La
somme S est une somme de type 1. On écrit

Si=) um Y- g(mn)/1 #,

m<u X p<

d’ou en intervertissant les sommes

si=2um [ X e T

m<u max(t, ) <n<;;

En découpant la sommation en m selon les puissances de g et en utilisant (6), on

obtient

S1] < U(log x)*.
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Pour majorer S», on écrit

Sa= Y | Y. wm)A(my) Y. gmn).

m<u? mlju x/gm<n<x/m
mor<u
m=mimy

Comme |p(my)| < 1let A(my)=0,0na

Z umip)A(@msy)| < ZA(d):logm.
mi<u d|m

mo<u
m=mipmj

Ainsi

1S2l< Y (logm) | DY~ g(mn)|.
m<u? qim<n$%

En découpant la sommation sur m selon les puissances de ¢, on obtient

2
52| < (log x) max_ > > glmn)).

= X X
M/g<m<M T <n<in

Soit My une valeur M pour laquelle le maximum est atteint. Pour montrer que
|S2| < U(log x)?2, on utilise (6) lorsque Mo < u, on utilise (5) lorsque u < My <
x1/2 on utilise (5) en échangeant les roles de m et n lorsque qxl/2 < My <u?, et
lorsque x1/2 < My < gx1/2, on étend la sommation sur m et on la décompose en
deux sommes, respectivement x1/2 /q <m < x1/2 1/2
la premiere de ces sommes on utilise (5), et pour la seconde on utilise (5) en
échangeant les rdles de m et n.

Pour majorer S3, on écrit

S3 = (log x) Z am Z bn g(mn),

u<m<x/u x/gm<n<x/m

etx/“<m< qxl/z. Pour

avec dp, := u(m) qui vérifie |a,,| < 1, et

1
by 1= A(ny)
" log x M;I

n><n
n=nin

qui vérifie b, =0 pourn <uet0< b, < — ZA(d):l°g”<1.
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En découpant la sommation sur m suivant les puissances de ¢ on obtient

2
53] < (logx)* max Yo D ambag(mn)|.
<m<M qm <n\m
Soit M une valeur de M pour laquelle le maximum est atteint. Pour montrer
que |S3| <« U(log x)2, on utilise (5) lorsque u < M; < x'/2, on utilise (5) en
échangeant les roles de m et n lorsque qx1/2 < My < x/u, et lorsque x1/2 <
M < gx'/2, en prenant en compte 1’uniformité en a,, et b, de la majoration (5),
on étend la sommation sur m et on la décompose en deux sommes, respectivement
xl/z/q <m<xV?etx?<m< qxl/z. Pour la premiere de ces sommes on
utilise (5), et pour la seconde on utilise (5) en échangeant les roles de m et n. [J

Le Lemme 1 nous montre que la clef de la démonstration du Théoreme 1
réside dans 1’obtention de majorations pour les sommes de type II (5) et pour les
sommes de type I (6). Pour estimer les sommes de type II, nous allons dans le
paragraphe suivant supprimer les contraintes multiplicatives a I’aide d’une variante
d’un procédé classique de séparation des variables (voir par exemple le Lemme
5.2.3 de [29]).

5. Séparation des variables

LEMME 2. Pour toute suite (a,)n=0 de nombres complexes, on a pour tous
No < N1 < Ny < N3 entiers,

1/2
> anS/ min(Ny — Ny, [sinwé] ™) | D ane(né)|dé.

Ni<n<N, —1/2 No<n<N3

De plus, pour tout réel x =2 /7, ona
1/2
/ min(x, [sin&| 71 dE < % 2 = log(2x).
—1/2

Preuve. Comme f 1/2 e(s&)d & vaut 1 si s =0 et 0 pour tout entier s 7% 0, on a

1/2

Y oa=[ | X amn|| X eenn)ae

Ni<n<N, —1/2 No<n<N3 Ni<n’'<N>

Pour —1/2 <& <1/2 avec £ # 0 on peut écrire

Y e=n'9|=

Ni<n’<N>

SiH(N2 - Nl)ﬂ%'

. < min(Ns — Ny, | siné| 1),
sinwé
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ce qui établit la premiere inégalité du Lemme 2. Par parité et en coupant en 1/ x,
on a

1/7x

1/2 d
xd§+2/ - 3
1/zx Siné

2 2 1 2 2
= —+ —logcot| — )| < — 4+ —log(2x),
T oom 2x T

1/2
/ min(x, [sin7&| ") dE < 2/
-1/2 0

ce qui établit la seconde inégalité du Lemme 2. O

LEMME 3. Soit g une fonction arithmétique, q = 2,0 < § < B1<1/3,1/2<
B2 < 1. Supposons qu’uniformément pour tous nombres complexes by, tels que
|bn| < 1, on ait

™ > Y. bagmm|<V,

gt~ l<m<gh |gv—l1<n<qV

pour tous nombres entiers strictement positifs |L et v tels que

(8) ,31—(§$Ml:_v$,32+(§.
Alors pour

© X > Xo:= max(ql/(l—ﬁz)’qzv/g)’
on a uniformément pour M vérifiant

(10) B <M P

I’estimation (5) avec

U=22(1+log2x)V.

Preuve. Pour x > q'/B1 et M > xP1 on a M > ¢ donc il existe un nombre
entier 1’ = 1 tel que

an gv <M < gttt

De la méme maniere pour x > g/ A=B2) et M < xP2 ona xX/M = x17B2 > ¢ donc
il existe un nombre entier v’ = 1 tel que

(12) q” <x/M <q” ™t
—1
Alors pour M/qg <m < M,onaq" Sqim

No=¢""', Ny = LquJ N> = | X |, N3 = ¢""*2, on en déduit les inégalités

x V42
<: <¢q , donc en posant
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No < N1 < Ny < N3. D’apres le Lemme 2, on a donc pour M/g <m <M,

S buglmn)

<)C
qm<n

1/2

s[ min(N — Ny, [sin&|™1) > by e(n&)g(mn)|dE.
—-1/2 qV’—1<n$q”/+2

Notre objectif est maintenant de sommer cette expression sur m, puis d’intervertir

la somme et I’intégrale. Pour s’affranchir de la dépendance en m de Ny et N», nous

utilisons la majoration N, — N < x, et comme g*' ~1 < M/q < M < g*'+1, quitte

a rajouter quelques termes supplémentaires, le membre de gauche de 1’estimation

(5) est donc majoré par

1/2
Z f min(x, [sin Jr§|_1) Z bpe(n&)g(mn)| dE.

q,u/ 1<m<qu +1 qu/—1<n$qu/+2
Par découpage, en utilisant 1’inégalité triangulaire, cette expression est majorée par

w41 v 42

ZZ / min(x. sing[ ) Y > buc(ng)gmn)| d.

=u v=y’ qM—1<m§qlL qv—l<n$qv
Pour (u,v) € {u/, W/ + 1} x{u/, v/ + 1,V +2} ona

W po_ WAl

< < )
wH+v+2 p+v o o+ 41

donc nous devons prouver que pour x = X, on a
/ /
- 1 _
B1—8 < /L et Tl <
wH+v+2 W+ +1

En utilisant (11) et (12) on a

log x , ., logx
logg logg’

et en utilisant (10) et (11) on a

log x

B1
logg
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Ainsi,

log x log g
/ — _
12 < ﬂllogq 1 _ B1 log x

/'L/+V/+2/ logx+2 - 1+210gq

loggq log x
lo lo lo
Z(,Bl— gq)(1—2 gq)?ﬁl—(1+2,31) =4
log x log x log x

) 5 N
ce qui entraine m > By —§ pour x = g(1+2BD/8Similairement, comme

logg

X = ql/(l_ﬂz) entraine Togx

on en déduit

s1—/32§%,etcommeﬁ$1+2upour0$usl/2,

1 !
Wl _pEEe1 pari

M/+U/+1\ logx_l l_logq

logg log x
1 1 1
< ,32+ﬂ 1+20g6] $52+30gq
log x log x log x

Ce 41 3 3/8
ce qui implique m < B + 68 pour x = ¢3/8.

La définition de x¢o par (9) entraine que

xXo = max(q!/B1 g/ (=B ,(+2BD/8 3/

Il en résulte que pour § > 0 fixé et x > xo, la condition x#1 < M < xP2 implique
la condition (8) pour les valeurs de p et v impliquées dans la somme ci-dessus. En
appliquant I’inégalité (7) (qui est uniforme en b,) avec b, remplacé par b, e(n§),
on obtient donc

1/2
Z Z bng(mn) $6V/ min(x,|sinn$|_1)dES171—2(1+10g2x)V,

—-1/2
Mam< |Gi<n<iy !

ce qui établit la majoration (5) avec U = %(1 +log2x) V. |

6. Sommes de type II

L’ objectif des Sections 6 et 7 est de nous placer dans les conditions d’appli-
cation du Lemme 3, c’est-a-dire de montrer la proposition suivante :

_ PROPOSITION 1. Pour g =2 et « tels que (¢ — 1) € R\ Z, il existe 1, > et
S vérifiant 0 <§ < B <1/3et1/2 < By < 1et& (o) > 0 tels que pour tout & > 0

(13) Z Z by e(asqg(mn))| <, q(l—%éq(a)+8)(u+v)’

qhl<ms<qt [qV ! <n<q¥
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pour tous nombres entiers strictement positifs |4 et v tels que

I
n+v

B1—8 < <Pr+3,

uniformément pour tous nombres complexes by, tels que |b,| < 1.

6.1. Lissage des sommes. Pour g = 2, soit f(n) = asy(n) ou
(14) xR\ Z.

Soient des entiers £ = 1, v = 1 et 0 < p < v/2, et des nombres complexes by,
vérifiant |b,| < 1. On considere la somme

S= ) > bae(f(mn)).

gh—l<msq* |q" " <n<q”

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(15) ISP<q" > Y by e(f(mn)

qu—l <m<gh q”_1<nSq”

Nous allons maintenant utiliser la variante suivante de I’'inégalité de Van der
Corput :

LEMME 4. Soient z1, . ..,zN des nombres complexes. Pour tout entier R = 1,
ona
2
N+R-1 |7 o
I M () D et
1<n<N |r|<R 1<n<N
1sn+r<N

Preuve. Par commodité on pose z, =0 pourn <Oetpourn =N +1.0On a
les égalités :

R—-1 R—-1
RY Zn=)_ D antr =2 Zntr
n r=0 n n r=0

Les entiers n pour lesquels la derniere somme est potentiellement non nulle
vérifient les inégalités 1 — (R — 1) < n < N, donc leur nombre ne dépasse pas
N+ (R-1).
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En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
2 2
2
n

R? <(N+R

R—1 R-1

SINHR=1) Y DD zntriZatrs

r1=0r=0 n

R-1 R-1
SINHR=1 Y D> zmiri—rZm
r1=0r=0 m
S(N+R-1) Y (R=|r]) sz+rzm
—R<r<R
d’oul I’inégalité attendue en divisant par R2. O

Enposant R=g°, N =q”" —q¢" letz, = bgv—14n e(f(m(g"~' +n))) dans
le Lemme 4 et en observant que p < |v/2] < v — 1, on obtient :

2

S bu e(f(mm)

q”_1<n$q”

<¢" Y (- |r')( S° bt b e(f(n(n+ )= f(mm)) + 0(?)).

Irl<g” gV~ l<n<gV

ot le terme O(g®) dans le second membre provient de la suppression de la condi-
tion de sommation ¢”~! < n +r < ¢" introduite par le Lemme 4. Cette suppression
peut potentiellement concerner O(g”) valeurs de n, et comme chaque terme de la
somme est de module au plus égal a 1, on obtient une erreur O(g”). En séparant
lescasr =0etr #0,

|S|2 & qz(M+V)—P

+v
e ) > e(fnGtr) = flmm)).
g~ '<n<q’ |g*~ 1 <m<qH
ol I’on a tenu compte du fait que la contribution totale de O(g”) a la majoration
de |S|? étant O(g2*1tv+P), elle est négligeable devant O(g2#+Y)=P) car p < v/2.
Pour poursuivre la démonstration, nous allons montrer que seuls les chiffres
de poids faible dans la différence f(m(n +r)) — f(mn) contribuent de maniére si-
gnificative. Nous allons donc introduire une notion de somme des chiffres tronquée
et montrer que 1’on peut remplacer dans les sommes de type II la fonction f par

cette fonction tronquée.
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6.2. Somme des chiffres tronquée. Pour tout entier A = 0, on définit f par la
formule

(16) fumy =3 flniq").

k<A
ou les entiers ny désignent les chiffres de n dans son écriture en base g définie
par (1). La fonction fj ainsi définie est clairement périodique de période g*. Cette
fonction tronquée apparait dans un contexte différent dans [12] ot Drmota et Rivat
étudient certaines propriétés de f3 (n?) lorsque A est de I’ordre de logn.

LEMME 5. Pour tout € > 0, il existe une constante c(g) telle que pour tous |,
v, p entiers avec L >0,v>0et 0< p<v/2, pourtout r € Z avec |r| < qP, le nombre

E(r, v, p) de couples d’entiers (m,n) tels que g~ <m < qh,g"~ ' <n <q
et
fmn+r)) = f(mn) # futop(m(n+r)) = flut20(mn),
vérifie
(17) E(r, v, p) < c(e) gV IH72,

Preuve. Supposons 0 < r < g”. Dans ce cas 0 < mr < g"**. Lorsqu’on effec-
tue 1’addition mn + mr, les chiffres du produit mn d’indice = u + p ne pourront
étre modifiés que par propagation d’une retenue. Nous devons donc compter les
couples (m, n) tels que les chiffres a; de I’écriture en base g du produit a = mn
vérifient a; = g — 1 pour u + p < j < u + 2p. Ainsi en regroupant les produits
mn selon leur valeur a, nous obtenons

E(@r, p,v,p) < Z t(a) x(a)

qM+U*2<a<qM+V

ou d’une part 7(a) désigne le nombre de diviseurs de a et d’autre part y(a) =1 siles
chiffres a; de I’écriture en base g de a vérifienta; =g —1pour u+p<j <pu+2p,
et y(a) = 0 dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe un indice j, avec u + p <
Jj <+ 2p, pour lequel aj # g — 1. Le nombre d’entiers a < g* ™ vérifiant les
conditions précédentes est majoré par gV ~P. Par conséquent la majoration (17)
découle de I’estimation classique (voir par exemple Hardy-Wright [22, Th. 315,
p. 260])

(18) 1(a) K¢ a’,

qui entraine 7(a) <, gV

Le méme raisonnement s’applique lorsque —g® < r < 0 en comptant les
couples (m, n) tels que les chiffres a; du produit a = mn vérifient a; = 0 pour
w4+ p<j<pu+2p,etl’on obtient la méme majoration (17). O
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6.3. Transformation des sommes de type II. D’apres le Lemme 5, on peut
maintenant remplacer f par la fonction tronquée f;, 42, définie par (16) dans la
majoration (15), au prix d’une erreur totale Og (g2 W+v)=P) Ajnsi,

(19) IS1? e q@TOWII=L 4 gh TV max  So(r, 1, v, p),

1<|r|<g?
ou I’on a posé
(20)
Sa(rop,v,p)i= Yy Y e(fut2p(mn+r) = fusap(mn))|.
q"_1<n$q" q“‘1<m$q“
Pour établir (13), nous allons montrer que
1) Sa(r. v, p) Lq (4v)* gH+"=r.

Nous fixerons ensuite les parametres de la Proposition 1 dans le paragraphe 7.3, ce
qui nous permettra d’achever la démonstration de la Proposition 1.

Pour fixer les idées, on peut des a présent faire 1’hypothese que

log2
22 < .
(22) p 101ogq(“+v)
Posons
(23) A=pu+2p.

Comme f) est périodique de période qk, on peut écrire

Symy:= D e(falm(n +71)) = fu(mn))

qM_l <msqﬂ

=q% S elfiw— f)

0<u<g* 0<v<g*

Z Z Z e(h(m(n—i—r)—uj—l—k(mn—v))‘

0<h<g? 0<k<g?* gt—l<m<gH q

Dans I’expression ci-dessus, on a f.(u) = f(u) et f3(v) = f(v) car 0 < u < g*
et0<v< ql.

Pourg =2, ¢ € R, A e N, on note F (., «) la transformée de Fourier discrete
de la fonction u +— e( fj (1)) définie pour tout i € Z par :

(24) Fy(h,a) = q_'1 Z e (asq(u) —huq_l) .

o<u<g?
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En utilisant (24), on obtient

- h+k hmr
Ssm= " > FlhoF(-ka) > e(( - )mf+ = )

0<h<g? 0<k<qg* gh—l<m<gh q

Ainsi la somme géométrique sur m permet d’obtenir
(25)
1

sin ( (h+kq);l+hr)

1S5 < Y > |Fu(h.a)||Fy(=k.)| min|g",

0<h<g? 0<k<g?

Afin d’estimer maintenant

Sa(r,p, v, p) = Z S5

qu—1<n$qu

nous allons utiliser le lemme suivant :

LEMME 6. Soienta,m € Z avec m =1 et d = (a,m). Soit b € R. Pour tout
réel M > 0ona

1
(26) min | M,
OSrgn—l Slnﬂa"+b ‘
<d min | 1 1 d . 2m I 2m
<d min , = log =—.
sinzr%”%“ sm’zf—d 4 wd
Preuve. L’inégalité est triviale pour d = m car dans ce cas |smn“”+b ‘
sin 7w “ L2 “ pour tout n. Lorsque d # m,onal <d <m/2. Posons a’ = a/d,

m' =mjd,etb=b'd+roub €eZ reR,—-d/2<r<d/2 et

S = Z min M,—1

o<n<m—1 smﬂ“"“"
. 1
= Z min | M, —— - — .
o<nem—1 |smW(an+b +3)‘

Lorsque n parcourt m’ entiers consécutifs, a’n + b’ parcourt toutes les classes
résiduelles modulo m’. Dans la somme S, la variable n parcourt d intervalles de
m’ entiers consécutifs, donc

1
= E inlM, —— ]
§=d mm( ’|sin%(n+§)‘)

osn<m’—1



1610 CHRISTIAN MAUDUIT ET JOEL RIVAT

Quitte & poser n’ = —n (n’ parcourt aussi toutes les classes résiduelles modulo m”)
et r’ = —r, on peut supposer que 0 < r < d/2 et ensuite supprimer les valeurs
absolues. Alors en isolant le premier et le dernier termes de cette somme,

1 1
sin 55 sm—(l— )

. 1
+d Z 2mm(M m)

1<n<m’—

En utilisant la convexité de la fonction ¢ — 1/(sin¢) sur |0, z[ on peut écrire
(méthode des trapezes)

1 m’'—3/2 dt
S <d min | M, — d
i sin oo + sin m,(l 7) + / Sh sin Z (1 + ) 7

Posons

m'—=3/2 dt
h(x) = sm—(l—x) [ sm—(t—l—x)

Comme la fonction ¢ — 1/(sin¢) est convexe sur |0, [, la fonction & est convexe
sur [0, 1/2]. Le maximum de la fonction / sur [0, 1/2] est atteint aux extrémités
de cet intervalle. Or

1 1 m=1 gt Ve
h(%)—h(O): P ]7.'+/ - nt_/ ST
m 1

Sin m’ Sin w 1—3/2 Sin w /2 Sin Wt
- 1 1 n 1 _ 1
~ sin 5% ~ sin 2 2sin 2% in 52
- 1 1 1 50
~ 2sin %, 3n gnZ T
2m’ 2m’ m’

car ¢ :t — 1/(sint) est convexe sur |0, 77| et vérifie donc ¢(“'§b) < % ¢(a)+% o (b).
Le maximum de la fonction % sur [0, 1/2] est donc égal a h(%). On obtient ainsi

1 m’'—1
S<d min(M, —— + — + d [ .
S md zm/ Sln—

Comme (log tan %)’ =1/(sint), on a

1 d 2m'd
SSdmin(M,_ )+, +
S Sin b3

Tr

r T
m’d 2m’
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1 < 2m’
.
En rassemblant ces elements et en remplagant m’ par m/d, on obtlent 1 1nega1ité

(26). g

Or, en écrivant 0 < 7 —b' = & <

\

, On voit que 7 = H ‘

En sommant sur n le membre de droite de (25) par tranches de longueur
q)L (quitte a rajouter quelques termes si v < 1), en utilisant I’inégalité (26) et en
organisant la sommation suivant la valeur de d = (h + k, q'l), on obtient :

Sa(ropwvop)= > [S5(n)

qv—l<n$qu

<A+¢"™H > >

d | q* 0<h<g?

x > |Fah.)| |Fy(=k.@)| d min | g",
0<k<g* sin (JT
(h+k,gt)=d

+ (1 +¢"MAlogg)gt D Y |Falha)| [Fa(—k.a)|.
0<h<q? 0<k<g?

1
d | hr
A

d

)

Dans la premicre somme, au prix de quelques termes supplémentaires, on
peut remplacer la condition (h + k, q’l) = d par la condition moins restrictive
k = —h mod d. En parcourant toutes les classes résiduelles a modulo d, on peut
séparer cette derniere condition en deux conditions : # =a mod d et k = —a mod d
(i.e. =k =a mod d), ce qui permet d’écrire

(27) S2 = SZ(r’ u,v, IO)
< (1 —i—qv_k) Z d Z min | g,
d|g* O<a<d sin (”_ | H)

+ (14+¢" ™A (logq) ¢* Gy (@)?,

Gyla,d,a)?

o Gy(a,d,a) et Gy («) sont définies poura € Z et d = 1 par

28) Gila.d.a):= > |Fyha)| et Gpla):= Y  |Fp(h.a).
0<h<q? 0<h<g*
h=a mod d
La suite de notre travail va consister en 1I’obtention d’une estimation conve-
nable pour chacun des deux termes de la majoration (27). Pour cela, on com-
mence par représenter F; (h, «) sous la forme d’un produit de polyndmes trigo-
nométriques. En effet, il résulte de la formule (24) définissant F que :

(29) Fo(h,a) =1,
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et que pour A = 0,

Fip1(ha) =g ! Z Z e(a(sq(u)+i)—h(qu—|—i)q_’l_l>

0<i<q 0<u<g*
1
-- ¥ e(oci—hiq_’l_l) Fy(h, )
q 0<i<gq

1 1 —e(ag —hqg™)

- F h? )
g1—e(@—hg=*1) A(h.e)
et donc
(30) |Fyhe)=g* [] ¢ala—hg™).
1<j<A

ou la fonction ¢4, périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

Gl pg()=| > e(r)|=

o<v<gq

|[singt|/|sinzt| sit € R\Z,
q sitel.

Pour estimer les deux termes de la majoration (27), nous allons majorer pour
certaines valeurs de d | q)L etde a € Z, les moyennes d’ordre 1 :

Y. IR,

0<h<qg*
h=a mod d
d’ordre 2 :
2
Y. Rk,
0<h<qg*
h=a mod d
et d’ordre 2 pondérées :
2
| Fy(h,a)]
. wh ’
0<h<g* ‘sm _Nq*a
h#0 mod g

Les estimations de ces moyennes de produits trigonométriques constituent
une partie cruciale de la preuve et présentent un intérét indépendant. Afin de ne
pas interrompre le fil conducteur de la preuve du Théoreme 1, nous les présentons
a la fin de cet article dans la Section 12 (Lemme 16 pour les moyennes d’ordre 1
et ¢ = 3, Lemme 18 pour les moyennes d’ordre 1 et ¢ = 2, Lemme 19 pour les
moyennes d’ordre 2 et Lemme 21 pour les moyennes d’ordre 2 pondérées).
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7. Majoration des sommes de type I1

Nous pouvons maintenant estimer la seconde somme de la majoration (27) en
appliquant (98) lorsque ¢ = 2, et (90) lorsque g = 3, ce qui nous permet d’écrire

S, < (1+¢" ™ Z d Z min | g*, G,(a,d,a)?

dlg* 0<a<d sin (”,;LA | H)
+ A (logq) (1+¢"~*) g +2maA,

ou les constantes 1y, > 0, définies par (96) pour g = 2 et par (83) pour g = 3

vérifient la majoration cruciale
1
Mg < 5-
Il nous reste maintenant a estimer la premiere somme de cette majoration
afin de montrer (21). A cet effet, nous allons séparer le cas ¢ = 2 du cas ¢ = 3.
Nous commencerons par étudier le cas ¢ = 2, plus simple a traiter, qui permet de
bien comprendre la structure de la preuve, et conduit par ailleurs a un résultat plus
précis. Lorsque ¢ = 3 n’est pas premier, des difficultés supplémentaires dues a ses

diviseurs surgissent.

7.1. Casoiig =2. Sid | 2*, alors il existe un entier § tel que d = 2%. Ainsi,

)

1

S < (14277 Z 2 Z min | 2%, Gy(a,28, )2
0<8§<A  0<ag<2$ sin (7123_)L

+ A (1420204204

ar
28

En appliquant (97) au premier terme on obtient

(32) Sy (14274 Y 2RO g 8) 44 (1420202
0<é<A

avec, en posant 7 = 1’22 ot est impair et 0 < A < p,

1

(33  S3@)= Y |Fs(a.o)]*min| 2",

i §—A | _ar’
0<a<28 Sin (” 2

26—A

)

Nous séparons la sommation sur § dans (32) en deux parties selon que § < A
oud > A.
Si0 <8 < A, alors le minimum dans I’expression (33) vaut 2. Dans ce cas,

S3 @) =2" Y |Fs(a ),

0<a<2$
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et en utilisant (103) avec A = §, § = 0, on obtient
S3(8) < 2%,
d’otli, comme 0 < 215 < 1,
(34) Z 28+2n2(l—5)53 §) < Z 28 +u+2m(A=8) o Hu+2m2A+(1-2m)A
0<§<A 0<§<A

Supposons maintenant 0 < A < § < A. Dans I’expression (33), la valeur du
sinus dépend de la classe résiduelle de @ modulo 26=A On peut écrire

1
S3@)= Y min|2" — I > |Fs(ha))?.
1<a<28-A sin (”2 N ‘) 0<h<2
h=a mod 25—2

En utilisant (103), on obtient
(35) S3(8) < S4(6),
avec

1

S4(8) = Z | Fs_a(a,@)|? min | 2#,

. _ ’
l<a<25—A sin (n25 Al ar

26—A

)

En organisant cette somme selon la valeur de (a, 26=8y =20 §,(8) est estimée
par :

o) A7 1
3 3 ’Fg_A(2 b,a)‘ min | 24, —
0<O<§—A 1<h<2d—A2—0 sin (7728_A ‘ 25—2—9 )
b=1 mod 2
Comme la fonction sinus est concave sur [0, ], on a
/ / /
. S—A br < S—A - br A=A . nbr
sin (n2 Py ) =2 sin | pyaer) i 2 sin 2580

donc en isolant le terme & = § — A pour lequel le sinus est nul, on obtient

|Fooa@b.a)]

S4(8) < 2% Fs_a(0.0))* +2*70 3~ >
: abr’
0<0<6—A 15h <2820 ‘Sln 25—A—0
b=1 mod 2

La condition (14) nous permet de définir 7,(«) €]0, 1[ (nous verrons en fait que
d’apres (96) on a (o) < 0, 1144) par la formule

(36) 72(a) = min (1 — 217, —2(log |cos m|)/ log 2) ,
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ce qui permet d’écrire
lcos ma| < 272(@)/2,

D’apres la formule (99) on a | Fg_A (0, )| = |cos Jra|8_A <2 2@E6-2)/2 pe
plus

§—A
Fs_a(2%, a)) - T] ‘Cosn(cx —b 29—1')]
j=1

§—A
:|cosmx|9 l_[ ’cosn((x—b29_j)’
j=0+1

= |coswa|? |Fs_p_g(b,a)| < |Fs_n_g(b, )|,

donc
Fs_a_o(b, o))
S4(8) < 2M—t2(a)(5—A)+2/\—5 § : E : | §—A 9( Ol)| ‘
: br’
0<0<6—A 1<h<28—2-0 ‘Sln 28—A—0

b=1 mod 2
En utilisant la majoration (106), et en reportant dans la majoration (35), on obtient
$3(8) < S4(8) < h—n2(@(@E-4A) | Z 2A=8+y2(a)(6—-A—0)

0<0<6—A
& 2H—@@=A) 4 ) oA-8+y2(@)(6-4)

ol ya (), défini par (104), vérifie % < ya(a) < 1 d’apres (105).
Comme 0 < 175 < 1/2, on en déduit

Z 25 +2n2(A=6) S3 (8)

A<6<A
< Y PO n@G-8) 3§ i) G-d) 2@ (=)
A<F<A A<§<A

<A 2A+2n2(A—A)+u +A 2/1+/L—‘C2(Ot)(/\—A)
122 2A ) G-A) | 32 php@(-d).

ce qui conduit a

A<§<A
< A2M+2712/H—(1—2772)A +A 2M+(1—12(a))k+rz(a)A

+1220+2m)A=2m2A | 32 5(1+y2(@)A-y2(0)A
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En reportant (34) et (37) dans (32), et comme 0 S A< petd=pu+2p
(conformément a (23)), on obtient

S, < (1+ 2‘)_}”)(12 7 (1+2n2)A +A SuA2m2A+(1=202)p
+ A ¢ tA-n@)rtn(@e 2(1+y2(a)))t)

< AZ (1 + ZV—A)(2(1+27}2)X + 2A—2,0+(1—‘52((¥))A+‘52(O£)p + 2(1+y2(a))k).

Posons
(38) €2(a) = min (1 =213, 12(x), 1 — y2()) .
En observant que 0 < 72(«) < 1 et donc que 2722t 2(®P < | on obtient
S2 < A’Z (1 + ZU—A) 2(2—62(0!))/1;
c’est-a-dire
Sy < (u+)? (2(2—62(a))(u+2/)) i 2(1—62(0!))(M+2;0)+v> .
Pour obtenir la majoration attendue (voir (21)) :
(39) Sy & (p+v)221tv=p,
il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
2-e2(@)(n+2p) <p+v—p,
(I-ex(@)(u+2p) +v <p+v—p;

c’est-a-dire
Q-e(@)pu <p+v—(5-2e(a)p

et
(3 —2e2(a))p < e2(a) .
En posant
(40) =L
n+v

la majoration (39) est vérifiée des que :
3-2 1-(5-2
e2(a) Mk (5—2e2(x))

e2() v 2—ex(a)
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3 avec
5= 62(0‘)’
28
_ 32 (@) ~

(41) B +

e (a)
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et

(42) ﬂZ — 11— (5 - 262(05))5 _S

2—ex(a) ’

Nous devons vérifier que les conditions du Lemme 3 (0 < § < B1 < % et
% < B2 < 1) sont satisfaites, ¢’est-a-dire :

3-20@), e 1 _1_1-(5-20@) o)

0< = <1
€2() 28 3 2 2—er(@) 28
A cet effet, il suffit d’imposer la condition
€2()
43 < ,
(43) § 1

ce qui entraine en particulier que 1’hypotheése (22) que nous avions imposée au
début du traitement de S, est bien vérifiée. Pour ¢ = 2 et o ¢ Z, la condition (43)
permet d’obtenir (21).

Remarque. Les valeurs de f1 et B, (définies par (41) et (42)) sont indépen-
dantes de celles de p et de v.

7.2. Casoiig =3. Sid | g*, alors on peut écrire d = kq® ou § est I'unique
entier dans [0, A] tel que ¢° | d et ¢°+! } d. Comme k | ¢~ et (k,q) < q,
d’apres le Lemme 17 on obtient !

Gila,d,a) < kgm0 | Fy(a, )|

d’ou
SZ < (1 +qv—/1) Z Z k1—27]3q8+27]3()t—8)33(k’8)
0<8<A k| g2
(k.q)<q
+ A(log ) (1 + ¢ *)g 2102,
avec
. 1
@4 S3(k.8)= > |Fs(a,a)>min|g", - —
0<a<kg? sin (nkq(?—A o )
Posons
1 log2 1 3 log5
(45) O<wg:=|z—n3 K——n==-- < 0,0351.
2 logg 2 2 log3

1. Lorsque ¢ est un nombre premier,on a d = q‘s, et dans ce cas particulier, on peut appliquer
ci-dessus le Lemme 16 au lieu du Lemme 17, ce qui revient a remplacer 13 par g4 dans toute la suite,
qui est d’ailleurs beaucoup plus simple du fait que k = 1.
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Comme (k, ¢) est un diviseur strict de ¢, il en résulte que (k,q) < ¢/2 et on en
déduit k = (k,¢*~%) < (k,¢)*~% < (¢/2)*~%. Ainsi le nombre d’entiers k admis-
sibles est majoré par le nombre de diviseurs de q*‘s ce qui a I’aide de I’estimation
7(n) K4 n®? (qui résulte par exemple de (18)), montre que

1-273)(A—8
S ki < I(qx—3)<%)( 73)(A=9)

k | q)l78
(k.q)<q

0q (A=8)+(1-2713) (A=8)—(1-213) 22 (1—8)

<49
_ a8 +H(1-213)(18)
d’ou

q8+2n3()t—8) Z k1—2n3 <<q qk—wq(A—S)’

k |q/\78
(k.q)<q
ce qui permet d’obtenir
(46) S2 Lq (14+¢"Mg* D 7% max Ss(k, )
0<5<A kg™
= (k.q)<q

+ A(log @) (1 +¢"H)g(tF2m)%,

On va maintenant se concentrer sur la majoration de S3(k, §).
Comme la fonction sinus est concave sur [0, 7], et 1 <k <¢*~% ona

sin | whkg® ™ | — || | = k S_Asin(zr ﬂ):k §=A sinﬂ
( T kg ) 1 kq® 1 kq®
Ainsi, en utilisant (23), on a
1
@7 S3k.9) <k7'g*0 Y [Fs(a.o)min | kg’
0<a<kg’ sin o5

Lorsque § est petit, on est géné par les facteurs communs de r et ¢, alors que
si § est plus grand, on peut sacrifier une petite puissance de ¢ pour les éliminer
dans I"expression ar/(kq®). A cet effet, on introduit un entier A tel que 1 < A < A
et on distingue deux cas selon que § < A ou § > A.

Supposons que § < A.

La fonction a — |Fs(a, )| est périodique de période ¢%, donc on peut écrire

1
1 )\.—8 2 . 8—2[) -
Sa(k,8) <k~'q*0 30 |Fs(@ el Y minlkq T,

0<a<q’ o<i<k-1 sin kq®
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En appliquant grossiérement le Lemme 6 avec m =k, n =i,a=r, b =ar/q’,
on a

> min | kgP 7 | < (. k)kg® " +k logk,
m(a+iqd)r

0<i<k—1 SN =78

ce qui conduit, comme r < ¢° et k < g%, A ’estimation
S3(k.8) < ¢* (¢ +Alogq) Y |Fs(a.)).
0<a<q$
En utilisant (103) avec A = § et § = 0, la somme du second terme ci-dessus est
majorée par 1. On obtient

S3(k,8) < ¢*7° 4+ A(log q)q*°.

En sommant sur §, la contribution des sommes S3(k, §) a (46) pour § < A est
majorée par

A+4"Mg* > g A D@ P + A(log 9)g* )
0<8<A

ce qui, compte tenu du fait que 0 < wy < 1, est majoré par

(1+¢")g*(g* 70798 4 2 logq)g ')
= (1+¢"")q @700 (g% + Alog q)).

En imposant la condition (le choix final de A en (53) respectera cette condition)
(48) w0 < p.
et en observant que 1+ 21, <2 — wy, on obtient

(49) S2 g (144" Ng" D) g0 max, Ss(k.8)
kgt

Asisr (k.a)<q

+ A(log g)(1 4 ¢g"1)g @A,

Supposons maintenant que § > A et posons §' = § — A. D’apres (47), en
découpant la somme en tranches de longueur qg/, la somme S3(k, §) est majorée
par

1

w(a+iqg®)r

, 2
kgt Z Z )Fg(a—i—iqg,a) min | kq®=2°, :
sin =45

0<a<q% 0<i<kq”®
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Comme §’ <8, d’apres (30) et 31)ona |Fs(.,a)| <|Fs/(.,a)|, et |Fs(.,a)| est
périodique de période q‘g/, donc la somme S3(k, §) est majorée par

1
ir+(ar/q%)
kg?

k~1g*8 Z | Fs:(a,a)|? Z min | kq®27,

0<a<q® 0<i<kg? sin 7t

En appliquant le Lemme 6 avec m = kq®, n =i,a=r,b=ar/q%,d =
(r,kg®) 1a somme sur i est majorée par

1

(rkq®)
kg?

(r, kqA) min kq‘s_z", + kqA log(kqA),

ar

sin 7T
(rkg™)q%

ce qui, en utilisant & nouveau la concavité du sinus, et en posant r’ = r/(r, kq®)

est majoré par

2

kq® min | (r,kq®)g® 272, — + kq® log(kq™).

sin 7t
q%

Ainsi, comme (r, kg®) < r < g, en posant

1

’

(50) Sa(k.8'y=q*"" 3" |Fy(a.e)*min|g" ",

: ar’
0<a<q® ‘Sln ﬂﬁ

on obtient
S3(k.8) < Sa(k.8) +¢* " log(kq®) D |Fy(a. o).
0<a<q®

En utilisant (103) avec A = § et § = 0, la somme du second terme est majorée
par 1. De plus kg < q'l_‘H'A < q)‘, donc on obtient

(51) S3(k.8) < Sa(k.8) + A(logg)g "
La contribution du second terme ci-dessus a la majoration de S, dans (49) est
Alogg)(1+¢" Mgt Y g eaGDgr-ota
A<§<A
& Mlogq)(1 + g H)grearteas,
Sous la condition (48), on a donc en reportant dans (49) la majoration
(52 S2<g (144 Mgt Y 7 max Sik.85-A)
A<E=A e ;Z
+A(logq)(1 +4¢"H)gGmenAte,
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Nous devons maintenant majorer S4(k,§ — A). En choisissant

logg
53 A= ,
53 =

onal <A <Adésque A est grand (en raison de (22)), la condition (48) est vérifiée,
et le plus important est que si p est un nombre premier et que pV | r avec v entier,
alors p¥ < ¢” donc v < A. Ainsi I'entier r’ = r/(r, kq®) vérifie

(54) "', q) =1.

Nous devons organiser dans S4(k, §’) la sommation sur a (qui peut étre prise sur
1, q‘y]) en fonction des puissances de ¢ en posant @ = qeb :

1
Sa(k,8") = q* Z Z )ng(q b, a)‘ min | ¢%*, : - .
0<6<§’ 1<b<q3_ Slnﬂ—qy_@‘
b#0 mod ¢

La contribution de 6§ = §’ comporte un seul terme et est égale a
¢*~%¢" = |F5 (0,0)?
c’est-a-dire, d’apres (30),
4" P (pg(@)/q)*" .

SING% | ce qui permet de majorer la contribution de 6 = §' par

sin o

ol ¢y (o) =

ql—p—rq (a)S”

ou I’on a posé

(55) ) = min (o, SV

logg
La condition (14) entraine que

7q(a) > 0.

Ainsi la contribution de ce terme a la majoration de S, dans (52) est majorée
par

(1 + qv—k)ql Z q—wq(A—S)ql—p—tq(a)8+rq(a)A
A<6<A
Lg A (1 + " H)g@ra@Ar—ptzg @A

et comme d’apres (55) et (48) on a 75(a)A < wyA < p, cette contribution est
finalement majorée par

<<q A (l +qv—k)q(2—tq(ol))k'
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Lorsque 0 < 6 < &', on écrit d’apres (30),
Fy@®b.0| =a7 [T dgla—ba"") ] dgla—bg")
1<j<6 f<j<é8
=q%pg@)? [] oqlew—bg®7)
0<j<é’

=g %4 (@)? |Fs_g(b, )|

donc d’apres (31) on a
’Fs/(ng,a)‘ < |Fy—g(b,®)|.

II résulte donc de (52) (en utilisant a nouveau 7, (o) < wy pour rassembler les
termes d’erreur) que

(6 <4t D0 g max Ssk.5-4)
ax

Asish (k.a)<q

+ A (log q)(1 +¢"~4)g@ra@ni+e

avec
, Fyi_o(b,a)|?
(57) Ssk, )= 3 Y | Fs e(b‘f)ﬁ
0<0<8 1 <h<gd—o ’sinnq&,—’_e
b0 mod ¢
Pour
(58) (g—Da ¢z,

nous utilisons la majoration (106) avec A = §’ — 6, en rappelant que (r',¢q) = 1
d’apres (54), ce qui donne

Ss(k,8) < q*% Z gVe @@ =6) <<qqu—5’+yq(a)3/ — A g+ (1=7a@)E=8)
0<0<§’

ol y4 (@), défini par (104), vérifie 1< vq (o) < 1 d’apres (105).
En reportant dans (56) on obtient

S, <<q (1 _i_qv—)t)(kz q(2—wq)/l+qu + /12 q(l—i-yq(a))k-i-(l—y,,(a))A

+2(log g)g @ (a))Hp) .
Posons, pour g = 3,

(59) €q(a) =min(wy, 74(x), 1 — y4(a)).
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Alors comme A < A,

A+yg(@)A+(1—ys(@))A 2—eq(@)A+eqg()A

<q

q
donc, comme €, () A < wy A < p d’apres (48), pour tout réel o vérifiant (58), on a
S2 <q A (logq)(1+¢"~4)g 2D+,
et en remplagant A par sa valeur u + 2p (cf. (23)) on obtient
Sz Lq (1 +v)*(logq) (q(z—eq<a)m+(s—zeq (LI (a)m+v+(3—zeq(a»p) '

Pour obtenir la majoration attendue (21), il suffit que les deux conditions sui-
vantes soient vérifiées :

2—eq(@)p+ (5—2¢4(@)p<p+v—p
et
(I—€g(@)pu+v+B—-2¢@)p<p+v—np,
c’est-a-dire, en posant a nouveau

_ P
pFv

§
des que I’on a
(4=2¢@)E _ p_1-(6=26(@)k

@  utv . 2—g@)
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3 avec
5.— 4 (o)

' 28

4-2 5
(60) gy = B=26@)E 5

€q(@)
et
1 —(6—2¢4( 5

. gy Lm 626 @)E g

(2—¢€4(@)

Nous devons vérifier que les conditions du Lemme 3 (0 < §< B1 < % et % <Ba<1)
sont satisfaites, c’est-a-dire :

0< (4—2¢4(x))é n €q(a) - 1 - I 1-(6—-2¢(@))§  €4(@)

- < < 1.
€q(a) 28 3 2 (2—¢€4()) 28
A cet effet, il suffit d’imposer la condition
(62) iC)

14
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et de s’assurer que I’hypothese (22) que nous avions imposée au début du traitement
de S, est bien vérifiée, ce qui découle, d’apres (45) et (59), du fait que I’on a

1 log2
< — R .
ale) < (2 n3) logg
Pour g = 3 et (¢ — 1)a € Z, la condition (62) permet d’obtenir (21).

Remarque. Les valeurs de 81 et B, (définies par (60) et (61)) sont indépen-
dantes de celles de yu et de v.

7.3. Conclusion. Nous allons maintenant fixer les parametres de la Proposi-
tion 1, et ainsi achever la démonstration de la Proposition 1. Ceci nous permettra,
grace au Lemme 3, d’en déduire que la majoration (5) du Lemme 1 relative aux
sommes de type II est bien vérifiée.

Pour g = 2 et « tels que (¢ — 1) € R\ Z posons

€q(x
(63) Eg(e) = 41(4 !
ol €4 () est défini par (38) lorsque ¢ = 2 et (59) lorsque g = 3.

Pour p et v vérifiant (8) et en choisissant p = I_Eq () (e + v)J, on vérifie
facilement la condition (43) lorsque ¢ = 2 et la condition (62) lorsque g = 3. 1l
résulte de 1’étude effectuée aux paragraphes 7.1 et 7.2 que dans ces conditions

(64) So(r, 1o v, p) Kgq (1 + v)2gH TP,

La relation (19) nous montre que

(65) |S|2 Lg.e q(2+8)(ﬂ+v)_;0 + (/’L + U)zqz(M+V)—P Lg.e q(z_Sq(a)-i‘Z&‘)(l/«'i‘V)’

ce qui établit (13) et nous permet d’achever la démonstration de la Proposition 1
pour §= %, B1 défini par (41) si g = 2 et par (60) si g = 3, B défini par (42)
siq =2etpar (61)sig=3.

Dans ces conditions, nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le
Lemme 3. En particulier les parametres choisis ci-dessus vérifient

1 - -
<——§<1-6,
P 2—¢€4()
et donc
1 1 3
<=< =,
1-B2 " § 3§

ce qui implique

xo = max(q /(=B 4318y — 4318 _ y84/ea(@)

ol €4 (o) est défini par (38) pour g = 2 et par (59) pour ¢ = 3.
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On en déduit donc (5) pour un certain U > 0 vérifiant
U <g.e q(l—%i’q(a)+s)(/i+v) log X g6 L= @)+e) log x.
des que

(66) x> xo = g34/€a@,

8. Sommes de type I

L’ objectif de cette partie est de majorer les sommes de type I, c’est-a-dire de
montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Pour g =2, x =2, et pour tout « tel que (¢ — 1)a € R\ Z,
ona

X <
< gm=""m <X
M/qg<m<M t<n<y;

1—kq ()
(67) Z maii Z e(asqg(mn))| KLq4 x log x
pourl <M < x1/3 ¢t
(68) 0 < kg(a) :==min (£, 1(1—y4(a)))

ol % < yq(a) < 1 est défini par (104).

Remarque. 11 suffirait de montrer la Proposition 2 pour 1 < M < xP1 avec
0 < B1 < 1/3 déterminé par le traitement des sommes de II, ce qui permettrait
de remplacer k4 () par un meilleur exposant. Ce raffinement n’aurait aucune inci-
dence sur le résultat final car la majoration des sommes de type II est prépondérante.

Dans ce paragraphe nous reprenons quelques résultats importants de [17], en
conservant des notations aussi proches que possible de I’original, exception faite
de «, qui est noté & dans [17].

LEMME 7. Pour g =2, a € R, ¢4 définie par (31), on a
1
(69) / 1_[ bgla+q't) dr < g*'?
O o<i<a

Remarque. La borne triviale est ¢* et la majoration (69), que nous allons
utiliser, est élémentaire. Celle-ci pourrait étre améliorée : voir [17, Prop. 1] pour
q = 2 et [16, inégalité (4.2)] pour g = 3.

Preuve. En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis I’identité de Par-
seval, on a
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2
1 . 1 .
/(; l_[ gl +q't) dt s/o l_[ ¢§(a—|—q’t) dt

0<i<A 0<i<A

2
1
=/ > elasg()+En)| dt=¢*. O
0 0<t<q*

LEMME 8. Soientq =2, a € R tels que (q — 1)a & Z, ¢4 définie par (31), et
% < yq(@) < 1 défini par (104). Alors pour tout A = 1,
(70) max [] gl +q't) < qre@r1re@,

ter 1
0<i<A

Preuve. Pour A = 1, I’inégalité (70) est évidente. Pour A > 2 on peut écrire,
en regroupant deux par deux les termes consécutifs,

[] ¢a@+d'y<q [] \/¢q(a+qit)¢q(a+qi+lt)gqu(a)(l—1)+l’

0<i<A 0<i<A-1
ce qui montre (70) pour A = 2. O

LEMME 9. Soient ¢ =2, o € R tels que (g — 1) € Z et 1 < vq(a) < 1 défini
par (104). Alors pour tout M =1, on a

(71) Z Z Z e (asq(ﬁ) + %)

M/g<m<M 0<k<m |0<l<g*
<<q qu(ot)k+3/2M3—2}/q(Ol)(1 +10g M) +qk/2+1M2'
Remarque. L’estimation (71) est une variante affaiblie de 1’estimation (3.2)
de [17], et du paragraphe V de [16] qui présentent des estimations plus fortes mais
pour des valeurs plus spécifiques de «. Nous n’avons pas besoin ici de tous les

raffinements techniques nécessaires dans [17] et [16], et nous nous contenterons
de I’estimation (71).

Preuve. Pour « et g fixés, posons pour tout A € N,

sinrq (o 4 q't)
2 0= ] Greren
0<i<A q

En remarquant que

|@a(0) =] Y elasg(6) +£1)

0<l<q*
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et en organisant la somme du membre de gauche de (71) selon la valeur de d =
(k,m), on voit que cette somme vaut
( k ) ‘
D1 —].
m

Pour chaque d fixé, nous introduisons un parameétre entier A1 < A a optimiser

1<d<M M/q<m<M 0<k<m
(k,m)=d
ultérieurement en fonction de A, M et d. On a
(73)

2, 0l= [] dale+q'ny ] ¢q(a+q"z)=}dnl(z)\\qn_mq*lz)

0<i<A; A <i<A

ce qui d’apres (70) conduit a
|5(0)] < | @5, (1)] gPa@A—ADH,

Comme les fractions k /m sont d?/M? bien espacés donc d’apres I’inégalité
de Sobolev-Gallagher (voir [17, Lemme 1, p. 585]), on a

M2
)OS %( )‘sdzf [©4,0)] 1+ /)cp | dr.
M/qg<m<M 0<k<m
(k,m)=d
Or, en dérivant (72), on obtient
o, < 3 ¢ ] teeta’n)
0<i<Ai 0<j<A;
J#i

g O d'd" T[] delwt+a’y=q Y @),

0<t<Al 0<j<i 0<i<Ai
M/g<m<M O<k<m

2 G

Lq ]:,[2 / |@5, (0)| dt+— Z / |®; ()| dt,

0<1 <A1

d’ou

2 2

et en appliquant 1’inégalité (69),

M? i 9t i/2
Y% e (B)« Ml ¥

M/qg<m<M 0<k<m 0<i<A
(k,m)=d

2
<« M a2y pnre,

22 t4a
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Ay = min (A, {MD
logg
> X

on a g*' < min(g*, M2/d?) et g~*' < max(q~*, gd?/M?) et il résulte donc de
M/qg<m<M 0<k<m
(k

(73) que
A ( )‘
m
,m)=d

<<q qu(a)(k_kl)‘l‘l Z Z

M/qg<m<M 0<k<m
(k,m)=d

En choisissant

()

M? ) O—A)+1441/2
<Ly quq * ! !

2 3—2
142 M Yal®) @A 1re@—1/2

M
<4 ?q d3—2vq(@) q
14+3/2 M327a@

yq(@)A+3/2
a ’

M?
<<q d2 54

et en sommant sur d pour 1 <d < M, on obtient (71). O

LEMME 10. Pourtousq =2, a € R,x = 1,0na

74 | > (asq(z)+ ) G- > | Y (asq(€)+kz).

< log X < A
0<l<x A’<Ingq 0<tl<q

Preuve. En écrivant i = |(logx)/(logq)], ona x = yq' + x’ avec y entier
vérifiant 0 < y <g—1et0<x’ <¢', d’ol, comme sq(jqi +0) =54(j) +54)
pour 0 < £ < ¢*, le membre de gauche de (74) est majoré par

kit - k(yq' + ¢
Z e(asq(ﬁ)—i—;) + Z e(asq(yql+2)+%)

0<l<yq! o<l<x’
k{ k{
=y Z 'e(asq(ﬁ)—l-z) + Z e(asq(ﬁ)—i-z) .
0<t<q' 0<l<x’

On applique a nouveau ce procédé a x’ et ainsi de suite, et on obtient (74). O
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la Proposition 2. Par dif-

férence, il suffit de montrer que

E max
<2

M/qg<m<M "~ ~m

Z e(a sq(mn))| <Kq x17%a@ Jog x.

o<n<t

Z e(ozsq(mn))‘z % Z Z e(asq(€)+1}€n—£)

o<n<t 0<k<m 0<{<mt

kYt
Z e (asq(ﬁ) + Z) ,

ol<mt

q
< —_
<l+o; >
0<k<m
ou le premier terme 1 n’existe que si mt est entier. La majoration (74) donne

1

k{
Z e(asq(ﬁ)—i-;) <(g-1) Z Z e(asq(€)+%).

0<{<mt A<71013(””) 0<l<g*
= logg
En notant que mt < x, ’estimation (71) conduit a

E max
<X

M/q<m<M IS

Z e(a sq(mn))

o<n<t

<gM+ Y (qu(a)x+3/2Mz—2yq(a)(l _i_lOgM)_i_q/\/Z—i—lM)'

log x
< 08X
A,\ logq

En calculant la somme géométrique sur A et en observant que d’apres (105)

on a

q’e @ _1> q 1/2_1, on peut conserver une constante implicite indépendante de

o, et on obtient

E max
<X

M/g<m<M "=~ m
<<q xyq(a)Mz_z)’q(a)(l +10g M) +x1/2M.

Z e(a sq (mn))‘

o<sn<t

On a donc démontré, puisque M < xV/ 3 que
puisq q

E max
<X

M/q<m<M IS

<<q x%(z'f‘)’q(a)) IOgX + X%

Z e(a sq(mn))

o<n<t

Lg x1 7@ og x.

Ceci termine le traitement des sommes de type I en établissant (67).



1630 CHRISTIAN MAUDUIT ET JOEL RIVAT

9. Fin de la preuve du Théoreme 1

Pour établir le Théoreme 1, il suffit grace au Lemme 1 de montrer les majora-
tions (5) et (6) pour g(n) = e(asy(n)) ot (¢ — 1)a € R\ Z. Nous avons établi (5)
au paragraphe 7.3 et la preuve de (6) a fait I’objet de la partie 8, ce qui termine la
preuve du Théoréme 1 pour tout choix de oy (o) vérifiant

(75) 0 <og(@) < min(%%'q(ot), Kkq(a)) = %Eq(a),
ou &, () est défini par (63) et k4 (c) est défini par (68).

10. Preuve du Théoréeme 2
Pour démontrer les Théoremes 2 et 3 nous aurons recours a un procédé clas-
sique de sommation par parties formalisé dans le lemme qui suit :

LEMME 11. Soit g une fonction arithmétique telle que |g(n)| < 1 pour tout
entier n. Alors

2
(76) 28| < ——max |} A@m)g(n)|+ O(VX).
0g X t<x
DP=<Xx n<t
Preuve. Par sommation par parties,
> e = toapie )+ [ | Lot | o5
gp_logx glp)gp 5 glp)gp t(log )2’
p<x psx p<t

d’oll, en coupant I'intégrale en /x, et en utilisant I’inégalité ZpSt logp = 0()
(voir par exemple [22, Th. 414]),

1 x d
> e(p)| < (—+ /f : ) max |3 log(p)g(p)| + O(VF)

= log x t(log1)? ) Jx<r<x e

2 max Y log(p)g(p)| + O/,

logx /x<t<x <t

Or, en utilisant I’inégalité de Tchébychev 7 () = O(t/logt) (voir par exemple
[22, Th. 7]), on obtient

Y Amgn) =) log(p)g(p)|< Y logp > 1

n<t D=t p</x r<g<| logx
<as| e,

< 7(vx)logx = O(Vx),
ce qui conduit a (76). O
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Pour démontrer le Théoréme 2, commengons par remarquer que si & € Q, alors
la suite (as4(p))per prend un nombre fini de valeurs et n’est donc pas équirépartie
modulo 1. Si @ € R\ Q, alors pour tout h € Z tel que 7 # 0, on a (¢ — 1)ha € R\ Z,
donc d’apres le Théoreme 1, il existe o4 (ha) > 0 tel que

> A(n) e(hasg(n)) = Og po(x' 7449,
nsx
L’inégalité (76) nous permet d’écrire
Y ehasg(p)) = Og pa(x' 77" + O(V).
P=<X
ce qui prouve que la suite (asq(p))pes est équirépartie modulo 1 d’apres le critere
de Weyl [44, Ch. 1, p. 1].
11. Preuve du Théoréme 3
LEMME 12. Sid | g —1, alors pour toutn € N, on a sq(n) =n mod d.

Preuve. Comme d | g — 1 signifie que ¢ = 1 mod d, en écrivant n en base ¢
onan=>y;niq" =y ,;n; =sq(n) modd. O

Pour démontrer le Théoreme 3, écrivons

card{p < x, sdp)zamodm}zZ% Z e(n%(sq(p)—a)).

Psx 0<j<m

Posonsd = (m,q—1),m'=m/d,J ={km’, 0<k <d}, J ={0,...,.m—1}\J =
{tkm'+r, 0<k <d, 1<r <m’}.Pour j =km’ € J,al’aide du Lemme 12, on a

. em’ I L
€ (ni,lsq(p)) =¢ (d:;/SCI(p)) =¢ (Esq(p)) =€ (Ep) >
donc

. d k d
Z n% Ze (i(sq(p)—a)) = Z % Z e (E(p—a)) = n—1ﬂ(x;a,d).

p<x jeJ P<Xx k=1

Ainsi,
(77) card{p < x, s4(p) =a mod m}
d . 1 —aj Jj
= En(x,a,d) =+ n—1 Z € (7) Ze (n—/ZSq(p)) .
jeJ’ DP=<X

Si J' = @, ce qui correspond au cas dégénéré ot m | ¢ — 1, alors 1’égalité
ci-dessus établit 1’égalité (4) avec un terme d’erreur nul. Nous pouvons maintenant
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supposer que J' # &. Posons ¢’ = (g —1)/d. On a (¢’,m’) = 1, donc pour
j=km'+reJ',ona

(q—1j _dq'(km'+r)

m dm’ N

/
r
q/k+ fn_/ ¢Za

d’ot, d’apres le Théoreme 1, on déduit que pour tout j € J', il existe o4 (j/m) >0

tel que
5 (i) - ot

DPsX
Rappelons que J' # & et posons 04, = minjej’ 04(j/m) > 0. En insérant la
majoration ci-dessus dans (77), on obtient

d
card{p < x, sq(p) =amod m} = —n(x;a,d) + O(x!79a.m),
m

ce qui démontre le Théoreme 3.

12. Estimations en moyenne de produits trigonométriques

Dans toute cette partie, on rappelle que d’apres (30) on a
|Fy(ha) =g * [] ¢qla—hg™).
1<j<A

ou la fonction ¢4, périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

[sinmgt|/|sinzt]| sit € R\ Z,
(r) = e(vt) :{ .
9q(0) 0$UZ<q q site”.

12.1. Moyennes d’ordre 1.
LEMME 13. Pourgq =2 ettoutt € R, ona

(78) ¢a(t) =Y (q—Ik|) e(k),
lkl<q
(79) Y bt +h =4
0<r<gq

Preuve. 1égalité (78) est classique et caractérise le noyau de Fejér. Pour mon-
trer (79), on écrit

Yoodre+D = (q—Ikl) ekr) Y (k).
0sr<q lk|<q 0<r<q

La somme sur r vaut g si kK = 0 mod ¢, et 0 sinon. La sommation sur k comporte
donc uniquement le terme k = 0, dont la contribution est égale i g2, d’ou I’égalité
(79). |
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Pour obtenir des majorations précises des sommes Gy (a,d, o) et G (o) dé-
finies par (28), lorsque d divise g%, nous utiliserons notamment le lemme suivant
qui précise des résultats obtenus dans [16].

LEMME 14. Pour q = 2, la fonction V4 définie sur R par
(80) Ve =q"" Y ¢ (1+5)
0<r<gq

est périodique de période 1/q et continue sur R. De plus,

1
(81) maqu([) - wq ( ) = - T 1 )
qr=081 q i )
et
2 2 b4 2 2 2q
(82) max Vg4 (1) < — + —logcot — < ——— + — log —
teR sin 2q 7 2q gsin g 7

En particulier, on a les valeurs exactes
max ¥(1) = v/2, max ¥3(t) = 5/3, max ¥4(1) = 2+ +/2)/2.
teR teR teR
Pour q = 3, on définit ng par
(83) g =log¥q((29)™")/logq. ie: ¢ =maxyy ().
Alors pour q = 4 on a les inégalités
(84) 0 <ng <na, 0,4649 < n3 = (log5)/(log3) —1 < 0, 465.

Remarque. Le point important dans la majoration (84) est I’inégalité n, <
1/2 qui sera essentielle dans la suite de notre étude. Lorsque ¢ = 2, la définition
(83) amenerait la valeur 1/2, qui est insuffisante. Nous devrons donc effectuer
un traitement spécifique pour g = 2, et I’exposant 7, sera défini d’une maniere
completement différente dans le Lemme 18 par la formule (96).

Preuve. Par construction, ¥4 est périodique de période 1/¢g et continue sur R.
La démonstration du Lemme 2 de [16] montre que le maximum de ¥, sur R est
atteint au point t = (2¢)~!, ce qui établit la premiére égalité de (81). La seconde
égalité de (81) s’obtient en remplagant ¢ par (2¢)~! dans (80).

Pour établir la premiere inégalité de (82), on utilise la convexité de la fonction
u +— 1/(sinu) sur 0, [ qui permet d’écrire (méthode des trapezes) :

’ (1) Lo 1 +1/4—3/2 dt
1 g sin 5= q qsin%(q—% q J1)2 sin%(%—l—t)

2 2 /4
= — + —logcot —.
~ gsin & 2q b/ 2q
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La seconde inégalité de (82) résulte de la majoration cotu < u~! valable pour
O<u<m/2.
Pour montrer la majoration (84), on utilise la deuxieéme majoration de (82),

ce qui donne pour ¢ > 4, en €crivant sin 5- > 7 sin(/8) _ 4 gin(rr/8),

2¢ 7/8 T q
2 2
g — g < — = Log 2 _ym < - Zlog 2L _ym
gsiny; 7w /4 2sing W T

La fonction de ¢ du membre de droite est décroissante pour g = 4 et vaut approxi-
mativement —0, 0035871719 < 0 pour ¢ = 4, ce qui assure que g"¢ < ¢"3, et donc
ng < N3 pour tout g = 4. O

Nous aurons aussi besoin d’une généralisation de la fonction v, définie par
(80). Pour R | ¢, nous posons pour ¢ € R,

(85) Vor) =~ 3 &, (r+%)-
q 1<r<R

LEMME 15. Pour3< R<qavecR | q,ona
(86) max Y r(t) < R"R,
teR

ou R est définie par (83) et vérifie (84): nr < n3 < 0, 465.
Pour R=2etqg>=4avec? | q,ona

(87) max g 2(t) < v3/2.

Preuve. Pour 3 < R < g avec R | ¢, on peut se ramener a la fonction ¥
définie par la formule (80) en écrivant

& X or (4 5) =3 dusnR) v
1sr<R

sinmqt

sin TRt

Var() = g

Comme ¢y /r < ¢/R, en vertu de (83) appliqué a R au lieu de g, on obtient pour
tout r € R,

Vq.r(1) SYR() < RTR,
d’ol la majoration (86).

Supposons maintenant que R =2, g >4 et 2 | g. Comme V4 5 est périodique
de période 1/2 et vérifie ¥4 2(1/2—1) = ¥4,2(¢), il suffit de chercher le maximum
de V4,2 sur [0, 1/4]. En procédant comme précédemment, on obtient pour tout
t €10,1/4],

Vq,2(1) < ¥2(1) = |cos e[ + [sinmz],
qui est une majoration fine lorsque ¢ est proche d’un entier. Ainsi,

max  Ygo(f)<  max 1//2(t)=\/§cosn(%—L>$\/§cos%=\/3/2.

t€[0,1/(3g)] 1€[0,1/(39)] 34
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Lorsque 1/(3¢) <t < 1/4, avec la majoration /» < +/2 on peut écrire

2 24/2
Yg.2(t) = 7 $q/2(21) Y2 (1) < %_%/2(20-

Or, la fonction ¢/, étant décroissante sur [0,2/q], on a

-1
2t) = 2/Bg) < (sinZ) (*sinZ) =ZcosZ.
B (20 = 922/ < (sinF) (FsinF) = Feos

De plus,
1 1 9_9 =
te[?/lf}ﬁ/cq 9q/2(21) < te[?/lgxl/4] sin 27t sin 21 /q < 4 < 2 e
Finalement,

max Gq/22)Yg2(1) < %5 cos % =2cos £ £ =V3/2,

1€[1/(3¢q),1/4]

ce qui termine la preuve de (87). O
COROLLAIRE 1. Pourg=3etR | q,2<R<qona

(88) max ¥, g(t) < R™,
teR

ou n3 est définie par (84) et vérifie 0,4649 < n3 <0, 465.

Preuve. Pour R = 3, comme ngr < n3 d’apres (84), en appliquant (86) on
obtient (88). Pour R = 2, en appliquant (87) il suffit d’observer que

V3/2<1,23 < 1,38 < R = 2(og3)/(log3)—1
pour établir (88). O
LEMME 16. Pour q = 3, ng défini par (83),a € R,a € Z,0<5 <A, ona

89)  Gia.q.wy= Y |Fuho)|<q"P D |F5a.a).

0<h<g*
h=a mod g%

En particulier, pour x € Ret A =0, on a
(90) Gil)= > [Fp(h.a)] <q"*.
0<h<g?
Preuve. Pour A > §, la division euclidienne et la formule (30) permettent
d’écrire

1) > RGol= Y Y |RG+rd T

0<h<g? 0sr<q o<h<g*—!
h=a mod ¢° h=a mod ¢°
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or
_ _ _ h+rg*!
Fah+rg ™ 0)| = | B+ rg* )| 47 (a—T
- h r
= |Fa i (b )l 479, (a—7——).
q q

Ainsi, comme ¢, est périodique de période 1, en remplacant r par g — 1 —r, on
obtient

(92) Yo RGol= Y |Fiatho)| yele—hg™),
0<h<gq* 0<h<g*~!
h=a mod ¢ h=a mod g%

ol Y4 est définie par (80). Par (83), on a ¥4 (o — hqg=*) < ", donc pour A > 1,

(93) Yo RGolsq" ) |Faa(ha).
osh<gq* 0<h<g~!
h=a mod g% h=a mod g%

En appliquant (A — §) fois la majoration (93), on obtient (89). La majoration (90)
en découle en prenant § = 0, @ = 0, et en observant que | Fy(0, )| = 1 d’apres
(29). O

LEMME 17. Pourq =3, 0 €R,ac€Z,0<8<A keNk | ¢*%,q } k, on
a

(94) Gila, kg’ a) <k Mg 48 | Fy(a,a)).

Preuve. Si A =8, alors la condition k | g%~ entraine k = 1 et chacun des deux
membres de (94) comporte un seul terme : | Fs(a, )|, donc (94) est une égalité. Si
A > §, posons pour § < 0 < A, dg = (¢?,kq®), ug = q%/dg. Pour 6 > §, on a
dg_1 = (¢, dp) | dg donc pg := dg/dg_, est un entier. De plus

do_1(pg.q) = (dg,qdg_1) = (¢°.kq®.q% kq® ') = dg = ppds_,

donc pg | ¢. De surcroit on a pg < ¢ car sinon, comme dg_; = ¢°(¢?~17%, k), on
aurait ¢°T1 | gdg_y =dg =q%(¢?=%, k) donc ¢ | k ce qui contredirait I'hypothese

q 1t k.
Avec ces notations, on a kg% = dj et
Gua.kg’.a)y=" > |Fu(h.0)|=Gy(a,dy. ).
0<h<g*

h=a mod kg’
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Pour § < 6 < A, on peut écrire

Gola,dg.)= ) |Fg(h )

0<h<qg?

h=a mod dg
= Y |Fglatudg.a)l= Y |Fyla+upgdg_i.a)l.
O<su<ug O<u<ug

et en remplagant upg par v, et en notant que pguy = g ug_1, on obtient

Gyla.dg.a)= > |Fgla+vdg_1.)|
O<v<qug_1
v=0 mod pg
= >y > |Fo(a+ u+wug_1)dg_1,a)].
O<u<ug_; o<w<g

u+w ug—1=0 mod pg

En utilisant I’écriture (30) de |Fg| sous forme de produit, et en observant que
ug_1dg—1 = q9_1 et que Fyp_1(., ) est périodique de période qe_l, on obtient

Gy(a.dg.a)= >  |Fy_1(a+udg_1. )|

O<u<ug_q

1 a—+udg_ w
X Z 5(1),1(0{——01——).

o<w<q q q
w Ug—1=—u mod pg

En écrivant

dg_1(pg,ug—1) = (dg. ™1 = (kq®,4%,¢°") = dy_4,

on voit que (pg,ug—_1) = 1, donc uy_; est inversible modulo py. Notons tig_; son
inverse. Alors en posant R = g /pg on peut écrire en posant w = —uUlig_1 — I'pg
pour0<r <R:

a+udg_y ulig_
Go(a,dg,a)= Z |Fo_1(a+udg_q,a)] Wq,R(Ol— p 1 q1)’

O<u<ug—
ou ¥4 R est définie par (85) et majorée par (83) : Vg R = Yg.q/0p < ,Ogn3q’73.
Ainsi,

Gola.dg. ) <p,™q™ Y |Fo_i(a+udy_y.a)

O<u<ug—

et on obtient I'inégalité
(95) Gola.dg.a) < py P Go_1(a.dg_y. ).
En itérant (A — §) fois ’inégalité (95), on obtient
Gila kg’ @) = Gyla.dz, @) < pg 3 - p; 4™ * DGy (a. ds, ),
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or,
dsy1ds o d, d, kq8
pg ...pA: oo =_=_=k’
i ds dsy1  di—y ds g
et Gg(a,ds, o) = Gg(a,q%, «) = |Fs(a, )|, ce qui établit (94). O

Le cas ¢ = 2 nécessite un traitement plus fin qui n’est pas couvert par les
lemmes précédents et qui fait I’objet du Lemme 18.

LEMME 18. Pour q = 2, on définit n par l’égalité
96) 2™ =2+ 2)'*  (en particulier 0, 4428 < 1, < 0, 4429).
Alors uniformément pour x € R,a € Zet0 <5< A, ona

O G@lw= Y Rkl <" Faw).

0<h<2*
h=a mod 2

En particulier, uniformément pour o € Ret A = 0 on a,

1

(98) > IFa(h.e)| <2mM 2
0sh<2?

Preuve. L’inégalité (98) se déduit de (97) en prenant § = 0, a = 0 et en ob-
servant que | Fo(a,a)| = 1 d’apres (29). Pour montrer (97), observons que lorsque
q = 2, la définition (30) se simplifie, et on a

A
©9)  |Fo(h,a)| = 1: |F,1(h,a)|=H‘cosn(a—hZ_j)‘ (A= 1).
j=1

On procede par itération. Pour x € R,7 € Z, i = 1, posons
Po(x) =1,
®;(x) = |cos (@ —F)| ®i—1(3) + |sinm(a — 3)| Dim1 (5F).

En écrivant pour 0 < § < A,

(100)

> Bmtal= Y FaGol+ Y PG+t
0<h<2rt1 0<h<2* 0<h<2*
h=a mod 2% h=a mod 28 h=a mod 28

on obtient, a I’aide de (99), par récurrence sur i = 0,

h
VAzs, Y |Fagihe)l= ) |Fﬂ(h’°‘)|q)"(27)'

0<h<2rti 0<h<2*
h=a mod 2% h=a mod 2%
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On calcule

3 (x) = }cos (o — %)‘2 +2 ’cos n(a—3)sinm(a— %)} + }sin (o — §)|2

=1+ }sinZn(oz—%)‘ <2,

donc ®@1(x) < /2, et on obtient pour 0 <§ <A,

(101) Y FuatholsV2 Y |[Faha)l.
0<h<2rtl1 0<h<2*
h=a mod 2% h=a mod 28

Cette majoration par /2 n’étant pas suffisante, nous allons procéder  une seconde
itération qui nous permettra en substance d’obtenir une majoration par (2 + +/2)1/4.
La majoration classique |a cos 8 + b sin 0| < |a|® + |b|?, permet d’écrire

d3(x) < CD%(%) + @%(XTH) =2+ [sin27 (¢ — 3)| + |cos2m(a —F)| <2+ V2.

Par conséquent, pour 0 < § < A,

(102) Y IFpetol<@+V2Y2 Y [Fe)l.
0<h<2*+2 0<h<2*
h=a mod 2% h=a mod 2%

En appliquant | (A —§)/2] fois (102) et éventuellement (lorsque A — § est impair)
une fois (101), on obtient (97). O

12.2. Moyennes d’ordre 2.

LEMME 19. Pourg=2,a€Z et0<§ <A,

(103) Y |Faho))? =|Fs(a.o).
0<h<qg*
h=a mod ¢°

Preuve. Pour A > §, on a

> Ekol=Y Y |Ratre el

O$h<q)” 0<r<gq Osh<qk—l
h=a mod ¢° h=a mod ¢°

Or, comme la formule (30) permet d’écrire

- - h r
Fah+ g )| = 1B (el a7 (02— ),
q q
on obtient
1 h r
Y IBGal= Y Rkl 5 Y 4 (“‘Ta)'
0<h<g* 0<h<gq*! 0<r<gq q

h=a mod ¢° h=a mod ¢°
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Mais, d’apres (79), la somme sur r vaut g2, d’ou, pour A > §,

Yo RGP = ) |FaGof.

0<h<g? 0<h<g*~!
h=a mod ¢° h=a mod ¢°
En appliquant (A — §) fois cette égalité, on obtient (103). |

LEMME 20. Soient q =2, a € R tels que (¢ — 1)t € Z, ¢pgq définie par (31), et
vq (o) défini par

vq(@)
(104) q’1 = max \/gz’)q(a—l-t) g +qt).
Alors
(105) 1<y <1

Preuve. Supposons y,4 () = 1. Comme ¢, < ¢, dans ce cas on a ¢4 (o 1) =
¢gla +qt) =qdonca+teZeta+qt eZ dou(qg—1a =q(a+t)—
(e +qt) € Z, ce qui est exclus. Ainsi, yg4 (a) < 1. Pour montrer que y4(a) = 7,
posons (¢ —)a =n+pBavecn € Zet—5 < B < 5, et choisissons ¢ = g —a.

Alors ¢g(a + 1) pg(a + qt) = ¢4 ( ) ¢q( n) =qdq ( ), et comme ¢, est

-1
paire et décroissante sur [0, L ] on a ¢g ( ) bq ( ) = (Sin %) =1,dou
bqla+1) gl +qt) = q et )/q(a)/2~ O
LEMME 21. Soientq =2, o € R tels que (q — 1)t € Z, yq4(er) défini par (104)

eta€Z,avec (a,q) = 1. Pourtout A =1, on a

| Fy (h, oz)|2 _ qu(a)(x—2)+1

b/

(106) .
Sin 3

sin ﬂ_ha
q*

0<h<g*
h#0 mod ¢

Preuve. On procede par itération. Pour i = 1, x € R, posons

cI>0(X)=1'
xX+r a(x+r) xX+r
o= o (2o (27).
0<r<q q q
Montrons par récurrence sur i = 0 que
Fpii(h,a))? Fy(h,a)* ([ h
aon wvizi, Y Pt Fah o)l ()
. mha nha g’
O$h<q)‘+’ sin q)»+l OSh<q)‘ sin q
h#0 mod g h#0 mod g

— Pour i = 0, la proposition (107) est trivialement vraie.
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— Soit i = 1. On suppose la proposition (107) est vraie au rang i — 1, c’est-a-

dire :
| Fpgi1(h.)]? | Fp(h. o) h
VA= 1 3 B e A
- . wha - . mwha i—1 q’l )
0sh<grti—t S 3% osh<g* S0
h#0 mod g h#0 mod ¢

Soit A = 1. En écrivant A +i = (A + 1) + (i — 1) et en appliquant la formule
précédente avec A remplacé par A + 1 on obtient

Z |Fpii(h, )|

. . wha
o<h<g?ti (ST

h#0 mod g
_ oy BaGal, (k
- ha i—1 gA 1

O<h<gi+1 |SID pres
h#0 mod ¢q
2 2
Y oy )FA+1(h+VCI ,Ot)‘ h+rg*
= i—1 |~ |-
. nw(h+rgt)a ! A+1
0<r<gq 0$h<q)h ‘SHW q
h#0 mod ¢

La formule (30) permet d’écrire

_ h r
Fra (it rg* 0| = 1Fuho)l 46 (“‘W‘g)’

et on a de plus

x(h+rq*)a

sin
q)L—H

-1 -1 A
| . mha (h+rg*)a
= s g* g gAtl ’

donc on obtient

2 2

ol g BO0P
 |sin zha sinzha| ' \gt )

0<h<g*ti ghti 0<h<g? q*

h#0 mod g h#0 mod g

— Par conséquent la proposition (107) est vraie pour tout i = 0.
Notre objectif est maintenant de majorer ®; uniformément sur R. Comme
¢4 < q, en utilisant (79) on a :

1
Cbl(x)Sa Z ¢Z(O€—x;_r):q.

0<r<gq
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En reportant cette majoration dans (107) on obtient

2 2
(108) VA1, Z ng M'
0<h<g*t! ‘Sln qn)»—ifll 0<h<g* ‘Sln %
h#0 mod ¢ h#0 mod ¢

La majoration (108), qui correspond a une simple itération (i = 1), n’est pas suf-
fisante, et en procédant a une double itération, on peut obtenir un résultat plus fin.
En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € R,

(£ () (2 ()

0<r<gq q 0<r<gq q

Comme (a,q) = 1, en observant que ar parcourt toutes les classes résiduelles
modulo g lorsque r décrit O, ..., g — 1, et en appliquant (79), on obtient pour tout
x €R,

vy 3 il 520) o (5.

0<r<gq q
En appliquant cette inégalité successivement pour i = 2 puis i = 1 on obtient

x+r+
®3(x) < 7+ Z ¢q( X+r) Z ¢q( S)'

0<r<gq 0<s<gq q

Comme ¢ est périodique de période 1, on a

x+r
+ +s
¢q(a—xqr) ¢q(a g )

donc d’apres (104), puis (79) appliqué a la somme sur s puis sur 7,

P < M@ Y Z¢§( x+r)¢q( - )zq‘%(“).

0<r<q 0<s<gq

En reportant cette majoration dans (107) on obtient

2
109  vizi, Y M<qzyq(a) 3 |[Fah e

rha nha
0$h<q)‘+2 sin q/\+2 0$h<q’\ sin —q
h#0 mod ¢ h#0 mod g
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Si A est impair, en appliquant (A — 1)/2 fois la formule d’itération (109) on
obtient :

2 2
| F.(h, o) <qu(a)(x_1) |F1(h, o)
ochogh |sin e 0Zizq [sin 2

h#0 mod ¢

Comme (a,g) =1,o0na |sm”qﬁ

P> 1 ~ !
wha Z 1 ¢q “Ty sm %’
q

O<h<q )Sm ‘1 0O<h<q

> sin% donc a I’aide de (79) on obtient

ce qui donne
2 vq(@)(A—1)
[Fa(h, )" _ g™

ntha

: T
Sin =

Sln -
‘ a* 1

0<h<g*
h#£0 mod g

Si A est pair, on applique une fois I’inégalité (108) et on est ramené au cas précédent
avec A — 1 qui est impair, d’ou

|Fa(h,o)|? _ gve@0G-2+1

o<hag ‘sm nqha sin %
h#0 mod q
Comme y,4 () < 1 d’apres (105), on a yy(a)(A—1) < yg(a)(A —=2) + 1, ce
qui établit (106). O
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