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Abstract

In this article we answer a question proposed by Gelfond in 1968. We prove
that the sum of digits of prime numbers written in a basis q > 2 is equidistributed
in arithmetic progressions (except for some well known degenerate cases). We
prove also that the sequence .˛sq.p// where p runs through the prime numbers is
equidistributed modulo 1 if and only if ˛ 2 R nQ.

Résumé

L’objet de cet article est de répondre à une question posée par Gelfond en 1968
en montrant que la somme des chiffres sq.p/ des nombres premiers p écrits en base
q > 2 est équirépartie dans les progressions arithmétiques (excepté pour certains
cas dégénérés bien connus). Nous montrons également que la suite .˛sq.p// où p
décrit l’ensemble des nombres premiers est équirépartie modulo 1 si et seulement
si ˛ 2 R nQ.

1. Introduction

Dans tout cet article, q désigne un nombre entier supérieur ou égal à 2. Tout
nombre entier n peut s’écrire de manière unique en base q sous la forme

(1) nD
X
k>0

nkq
k .nk 2 f0; : : : ; q� 1g/;

où les nk sont tous nuls à partir d’un certain rang. La somme des chiffres du nombre
entier n écrit en base q est définie par :

(2) sq.n/D
X
k>0

nk :

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier, P l’ensemble des nom-
bres premiers et pour tout nombre réel x on note bxc D maxfn 2 Z; n 6 xg,
kxk Dmin

n2Z
jx�nj et e.x/D exp.2i�x/.
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1.1. La recherche de nombres premiers dans des suites classiques. La re-
cherche de nombres premiers dans des suites particulières est un problème clas-
sique en théorie des nombres, connu pour sa difficulté, et pour lequel on dispose
de très peu de résultats. En dehors du résultat initial établi par Dirichlet en 1837 [37,
pp. 315–350] étudiant la répartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques, précisé ultérieurement par le théorème de Siegel-Walfisz (on trou-
vera une preuve de ce dernier théorème dans [14, Chapitre 8]), les suites classiques
dans lesquelles on est capable d’estimer précisément la proportion de nombres
premiers sont les suites formées des entiers de la forme bn˛c ou de la forme bn˛c.
Dans le premier cas, cela résulte facilement du théorème établi par Vinogradov en
1948 montrant l’équirépartition modulo 1 de la suite .˛p/p2P lorsque ˛ 2 R nQ

(on trouvera une preuve de ce théorème dans [14, Chapitre 9]).
Dans le second cas, on ne dispose que de résultats partiels concernant soit

presque tout ˛, soit des intervalles 1 < ˛ < ˛0 pour certaines valeurs de ˛0. La
valeur ˛0 D 12=11 obtenue en 1953 par Piatetski-Shapiro [47] a été améliorée
successivement par Kolesnik, Graham, Leitmann, Heath-Brown, Liu et Rivat, la
meilleure valeur actuelle ˛0 D 1:16117 : : : ayant été obtenue par Rivat et Sargos
dans [52].

Ces résultats de nature analytique sont à mettre en parallèle avec ceux qui ont
pu être obtenus grâce à des constructions de nature algébrique. Il est connu depuis
les travaux de Fermat que tout nombre premier p�1 mod 4 est de la formem2Cn2

(voir par exemple Hardy-Wright [22, Th. 251]) et Fouvry et Iwaniec [18] ont réussi
en 1997, en exploitant la nature algébrique du problème et en utilisant des méthodes
de crible très sophistiquées, à obtenir une formule asymptotique pour le nombre de
nombres premiers p 6 x de la forme pDm2Cn2 avec m premier. À la suite de ce
travail, Friedlander et Iwaniec [20], [19] ont apporté une contribution majeure dans
cette direction en montrant un résultat de même nature pour les nombres premiers
de la forme p Dm2Cn4, suivis par Heath-Brown [26] pour les nombres premiers
de la forme p Dm3C 2n3. L’existence d’une infinité de nombres premiers de la
forme pC2 (nombres premiers jumeaux), de la forme n2C1 (plus généralement de
forme polynomiale), de la forme 2nC 1 (nombres de Fermat), 2n� 1 (nombres de
Mersenne) ou dans des suites récurrentes linéaires, constitue une série de problèmes
très largement ouverts [51].

Les résultats que nous présentons dans ce travail s’inscrivent dans ce cadre
puisque nous montrons par exemple la bonne répartition des nombres premiers
dans la suite des entiers n pour lesquels sq.n/� a mod m.

1.2. Représentation des nombres premiers en base q. Les résultats que nous
présentons s’inscrivent également dans le cadre de l’étude de la représentation des
nombres premiers en base q. On connaı̂t peu de résultats sur ce sujet en dehors des
travaux de Copeland et Erdős [7] en 1946 qui montrent, pour tout ensemble E de
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nombres entiers vérifiant, pour tout � < 1, cardfn6 x; n 2 Eg � x� pour x assez
grand, la normalité du nombre réel dont l’écriture en base q est formée de 0; suivi
de la concaténation dans l’ordre croissant des éléments de l’ensemble E écrits en
base q. Il découle en particulier de leur théorème queX

p6x

sq.p/D
1

2
.q� 1/

x

log q
C o.x/

et on trouvera dans [32], [54], [27] des estimations plus précises de cette fonction
sommatoire de la somme des chiffres des nombres premiers, dans [33] celle des
moments d’ordre k, et dans [35], [34], [2] l’étude de la distribution limite de la fonc-
tion somme des chiffres dans l’ensemble des nombres premiers. Le théorème de
Lejeune Dirichlet [37, pp. 315–342] concernant la répartition des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques rentre également dans ce cadre et il permet
de montrer, comme l’a remarqué Sierpiński, que pour toute suite finie de chiffres
a1; : : : ; am et b1; : : : ; bn telle que .bn; q/D 1, il existe une infinité de nombres pre-
miers dont les m premiers chiffres sont successivement a1; : : : ; am et les n derniers
chiffres successivement b1; : : : ; bn ([55] contient une preuve de ce théorème dans
le cas q D 10 et attribue à une remarque de Knapowski le cas général). Harman a
étendu dans [23] ce résultat à des nombres premiers qui possèdent certains chiffres
librement préassignés, démontrant ainsi une conjecture due à Wolke [60], qui avait
pu en donner une preuve sous l’hypothèse de Riemann généralisée.

On remarque que si p>3 est un nombre premier, alors 26 s2.p/6
j

logp
log2

k
C1.

L’existence d’une infinité de nombres premiers de Fermat ou de Mersenne, qui
correspondent respectivement à la borne inférieure et à la borne supérieure de cette
inégalité, constitue un problème d’une difficulté extrême qui s’inscrit également
dans le cadre de l’étude de la représentation des nombres premiers en base 2.

Par ailleurs on ne connaı̂t pas d’algorithme simple permettant de savoir si un
nombre entier est premier à partir de la donnée de son écriture en base q. Minsky et
Papert ont d’ailleurs montré dans [43] que l’ensemble des nombres premiers n’est
reconnaissable par aucun q-automate fini (pour cette dernière notion, on pourra
consulter [1] ou [13]). Cobham a présenté dans [6] plusieurs preuves alternatives de
ce résultat qui a été généralisé par Hartmanis et Shank dans [24] et Schützenberger
dans [53] en montrant qu’aucun ensemble infini de nombres premiers n’est recon-
naissable par un q-automate fini (ni même par un automate à pile) et par Mauduit
dans [39] en montrant que l’ensemble des nombres premiers n’est engendré par
aucun morphisme sur un alphabet fini.

Les théorèmes que nous établissons ici peuvent être interprétés comme une
démonstration de l’indépendance statistique entre la propriété multiplicative � être
un nombre premier � et une propriété de nature automatique relative à la repré-
sentation des nombres entiers en base q (le lecteur trouvera dans l’introduction
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de [17] une présentation de l’aspect automatique de ce problème). On pourra
également parler de l’indépendance statistique entre une propriété multiplicative et
une propriété q-multiplicative ou q-additive (notions introduites indépendemment
par Bellman et Shapiro [3] et Gelfond [21]), la fonction somme des chiffres vé-
rifiant, pour tous entiers k, a, b tels que b < qk , la relation sq.qka C b/ D
sq.q

ka/C sq.b/.

1.3. La fonction somme des chiffres. La fonction somme des chiffres apparaı̂t
dans de nombreux problèmes mathématiques (voir [40] pour un survol de ces ques-
tions) mais c’est Mahler qui la fait intervenir le premier dans un contexte d’ana-
lyse harmonique profondément lié à notre propos. Il introduit dans [38] la suite�
.�1/s2.n/

�
n>0

afin d’illustrer plusieurs théorèmes d’analyse spectrale obtenus par
Wiener [59] et montre en particulier :

THÉORÈME A. Pour tout nombre entier k la suite�
1

N

X
n<N

.�1/s2.n/.�1/s2.nCk/
�
N>1

converge et sa limite est non nulle pour une infinité de k.

Ces travaux ont ouvert la voie à l’étude spectrale des systèmes dynamiques
symboliques. En effet la convergence de cette suite peut être comprise comme
une conséquence de l’unique ergodicité du système dynamique associé à la suite
..�1/s2.n//n>0 appelé système dynamique de Thue-Morse (voir par exemple [48]).

Keane a montré dans [36] que pour tout entier k, la limite de cette suite est
égale au k-ième coefficient de Fourier de la mesure de corrélation associée au
système dynamique de Thue-Morse, c’est-à-dire le produit de Riesz

Q
n>0.1�

cos 2nt /. Des résultats analogues ont été obtenus dans [8], [42], pour la classe plus
générale des suites q-additives ou q-multiplicatives.

1.4. Le théorème de Gelfond et ses conséquences. Des résultats importants
concernant la répartition dans les progressions arithmétiques de la somme des
chiffres de certaines suites classiques ont été donnés par Gelfond dans [21] (on
trouvera dans [15] des premiers résultats concernant le cas où m est un nombre
premier) :

THÉORÈME B. Soient q, m, et d des nombres entiers positifs tels que q > 2
et .m; q�1/D 1. Alors pour tout .a; r/ 2 f0; 1; : : : ; m�1g�f0; 1; : : : ; d �1g on a

cardfn < N; sq.n/� a mod m; n� r mod dg D
N

md
CO.N �/

avec �D 1
2 logq log q sin�=2m

sin�=2mq < 1:



LA SOMME DES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS 1595

Gelfond déduit de ce théorème la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres des entiers sans facteur puissance k-ième
(k > 2) et Mauduit et Sárközy en déduisent [41] la bonne répartition dans les
progressions arithmétiques de sq.p1Cp2/.p1;p2/2P2 (on trouvera également dans
[41] des résultats concernant les valeurs moyennes et les valeurs extrémales du
nombre de facteurs premiers (comptés avec ou sans multiplicité) de l’entier n
lorsque celui-ci est soumis à la condition sq.n/� a mod m, ainsi qu’un théorème
du type Erdős-Kac).

Par contre le Théorème B n’est pas suffisant pour décrire la répartition de la
somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond à poser plusieurs
problèmes à la fin de son article, dont le suivant :

� Il serait aussi intéressant de trouver le nombre des nombres premiers
p 6 x tels que sq.p/� l mod m�.

Montgomery mentionne ce problème de Gelfond dans une série de problèmes
ouverts [44, Prob. 67, p. 208] et indique que celui-ci a été abordé par Olivier dans
[45], [46] en observant toutefois que les sommes de type II n’ont pas été estimées.

1.5. Nombres presque premiers. Nous avons mentionné dans le Section 1.1
plusieurs problèmes ouverts concernant la recherche de nombres premiers dans des
suites classiques. L’utilisation de méthodes de crible a permis d’obtenir récemment
des réponses aux questions analogues obtenues en remplaçant l’ensemble P des
nombres premiers par l’ensemble Pr (r > 2) des nombres entiers possédant au plus
r facteurs premiers (appelés nombres presque premiers).

Ainsi, à la suite de travaux de Brun [4], Rademacher [49] et Rényi [50], Chen
a démontré [5] l’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que pC22P2
et Iwaniec [30] l’existence d’une infinité d’entiers n tels que n2C 1 2 P2.

En ce qui concerne l’étude de la somme des chiffres, Fouvry et Mauduit
[17], [16] ont montré, en injectant dans le crible des estimations d’exposants de
répartition liées à l’étude spectrale de certains opérateurs quasi-compacts, le théo-
rème suivant (on rappelle que pour tout nombre entier r > 1 fixé, on a : cardfn6
x; nD p1 : : : prg �

x.log logx/r�1

logx .r�1/Š (voir par exemple [56]) ) :

THÉORÈME C. Pour q et m entiers > 2 tels que .m; q � 1/ D 1, on a pour
tout a 2 Z et x!C1, la minoration

cardfn6 x; sq.n/� a mod m; n 2 P2g �q;m
x

log x
:

La clef de la démonstration du Théorème C consiste à majorer une certaine
somme d’exponentielles par une borne meilleure que la racine carrée de la ma-
joration triviale, ce qui permet à Fouvry et Mauduit de montrer un théorème du
type Bombieri-Vinogradov pour la fonction somme des chiffres avec un exposant
strictement supérieur à 1=2.
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On pourra comparer le Théorème C avec le suivant dû à Dartyge et Tenen-
baum [11] qui permet d’obtenir une minoration valable pour les entiers possédant
exactement r facteurs premiers :

THÉORÈME D. Pour q, m, et r entiers > 2 tels que .m; q� 1/D 1, on a pour
tout a 2 Z et x!C1, la minoration

cardfn6 x; sq.n/� a mod m; nD p1 : : : prg �q;m;r
x.log log x/r�2

log x log log log x
:

Mentionnons également parmi cette catégorie de résultats l’existence d’une
infinité de nombres presque premiers dans toute suite d’entiers engendrée par un au-
tomate fini fortement connexe [17] et l’existence d’une infinité de nombres presque
premiers parmi les suites de nombres entiers ellipséphiques [9], [10].

2. Résultats

On note ƒ la fonction de Von Mangoldt définie par ƒ.n/D logp si nD pa

(p premier, a entier > 1), et ƒ.n/D 0 sinon.

THÉORÈME 1. Pour q > 2 et ˛ tels que .q� 1/˛ 2 R nZ, il existe �q.˛/ > 0
tel que

(3)
X
n6x

ƒ.n/ e.˛sq.n//DOq;˛.x1��q.˛//:

Ce théorème nous permet d’apporter une réponse complète à la question de
Gelfond [21] ainsi qu’à des questions de même nature concernant les propriétés
arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers.

THÉORÈME 2. Pour q > 2, la suite .˛sq.p//p2P est équirépartie modulo 1 si
et seulement si ˛ 2 R nQ.

THÉORÈME 3. Pour q et m entiers > 2, il existe �q;m > 0 tel que pour tout
a 2 Z,
(4)

cardfp6x; sq.p/�a mod mgD
.m; q� 1/

m
�.xI a; .m; q�1//COq;m.x

1��q;m/:

3. Description de la preuve du Théorème 1

Pour estimer une somme de la forme
P
nƒ.n/g.n/, on utilise dans la Section 4

une identité combinatoire due à Vaughan qui fait apparaı̂tre des sommes multiples
de la forme X

m

X
n

ambng.mn/:
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Ces sommes sont qualifiées de sommes de type I lorsque l’un au moins des coeffi-
cients am ou bn est lisse, par exemple bnD1 ou bnD logn (la variable correspon-
dante étant d’un ordre de grandeur significatif) et de type II lorsque les coefficients
am et bn ont une structure arithmétique trop complexe pour pouvoir être exploitée
(chacune des variables m et n étant, dans ce cas, d’un ordre de grandeur significa-
tif).

La principale difficulté réside généralement, et la preuve du Théorème 1 n’é-
chappe pas à cette règle, dans l’estimation des sommes de type II. Une application
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour � lisser � la variable m, puis l’inégalité
de Van der Corput, nous amène dans la Section 6.1, puisque g.n/D e.f .n// avec
f .n/D ˛sq.n/, à considérer dans l’exponentielle des différences de la forme

f .m.nC r//�f .mn/;

où la variable r est très petite devant n. Or, les chiffres de m.nC r/ et ceux de
mn coı̈ncident assez rapidement au delà de la taille de mr , une différence n’étant
possible que par la propagation d’une retenue. En prenant une petite marge, on
s’assure que les couples .m; n/ exceptionnels pour lesquels la coı̈ncidence n’a pas
lieu sont en nombre négligeable. Nous pouvons ainsi remplacer dans la Section 6.2
la fonction f par une fonction tronquée f� qui ne prend en compte que les chiffres
de n de poids inférieur à � (� est un paramètre qui dépend essentiellement de la
taille de m). La fonction f� est périodique de période q�, et cette propriété va
nous permettre dans la Section 6.3 en quelque sorte de séparer la structure digitale
de la structure multiplicative du problème. La clef permettant de poursuivre la
majoration des sommes de type II consiste à exprimer la transformée de Fourier
discrète de e.f�.n// sous forme de produits de polynômes trigonométriques, puis
à estimer des moyennes d’ordre 1 et des moyennes quadratiques pondérées de ces
produits.

Dans le cas des moyennes d’ordre 1, l’objectif est, comme dans [17], d’ex-
ploiter la structure automatique de la fonction somme des chiffres et d’obtenir une
majoration meilleure que la racine carrée de la borne triviale. Ces estimations ont un
caractère assez technique et présentent un intérêt indépendant du reste de l’article.
Aussi, afin de ne pas interrompre le fil conducteur de la preuve du Théorème 1,
nous avons choisi de les présenter dans une partie indépendante située à la fin de
cet article (Section 12). On achève la majoration des sommes de type II dans la
Section 7 en appliquant ces estimations et en prenant soin de séparer le cas q D 2
du cas q > 3 qui conduisent chacun à des difficultés de nature différente.

Enfin, nous traitons dans la Section 8 les sommes de type I par une méthode
analogue à celle développée par Fouvry et Mauduit dans [17], [16], ce qui nous
permet de terminer la preuve du Théorème 1.
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4. Identité combinatoire

Une méthode classique (Hoheisel [28], Vinogradov [58]) pour traiter une
somme de la forme

P
nƒ.n/g.n/ est de la transformer en sommes multiplesX
n1;:::;nk

a1.n1/ � � � ak.nk/g.n1 � � �nk/

où n1; : : : ; nk satisfont des conditions multiplicatives. On appelle traditionnelle-
ment sommes de type I des sommes multiples comportant au moins une variable
� lisse �, les autres étant qualifiées de sommes de type II. Dans notre travail (et
comme cela est le plus souvent le cas) l’estimation des sommes de type II consti-
tue la difficulté essentielle. Vaughan a donné une élégante formulation de cette
méthode [57], qui a ensuite été approfondie par Heath-Brown [25]. Signalons par
ailleurs que le crible introduit par Friedlander et Iwaniec (voir par exemple [31,
Th. 13.12, p. 351]) conduit également à des majorations de sommes analogues aux
sommes de type I et de type II, mais dans des intervalles de sommation différents.

Nous allons utiliser une variante connue de la méthode de Vaughan (cf. [31,
Prop. 13.4, p. 345]) permettant d’éviter l’apparition de fonctions diviseurs qui ne
peuvent pas être individuellement majorées par un facteur logarithmique.

LEMME 1. Soient q > 2, x > q2, 0 < ˇ1 < 1=3 , 1=2 < ˇ2 < 1. Soit g une
fonction arithmétique. On suppose que pour tous réels M 6 x et tous nombres
complexes am, bn avec jamj6 1, jbnj6 1, on aˇ̌̌̌

ˇ̌̌ X
M
q
<m6M

X
x
qm
<n6 x

m

ambng.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌6 U pour xˇ1 6M 6 xˇ2 (type II);(5)

X
M
q
<m6M

max
x
qm

6t6 x
m

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
t<n6 x

m

g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌6 U pour M 6 xˇ1 (type I):(6)

Alors ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
x=q<n6x

ƒ.n/g.n/

ˇ̌̌̌
ˇ̌� U .log x/2:

Remarque. Nous verrons que la majoration que nous obtiendrons dans la Sec-
tion 7 pour les sommes de type II permet en réalité de choisir ˇ1 arbitrairement
proche de 0 (voir l’inégalité (43) dans le cas q D 2 et l’inégalité (62) dans le cas
q > 3), ce qui permettrait de traiter plus grossièrement les sommes de type I.

Nous avons néanmoins choisi d’étudier de manière plus fine les sommes de
type I afin d’obtenir un meilleur exposant �q.˛/ dans le Théorème 1, en vue
d’éventuelles applications.
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Preuve. Pour u> 1 et s 2 C posons

G.s/D
X
n6u

�.n/

ns
; F .s/D

X
n6u

ƒ.n/

ns
;

et considérons, pour <.s/ > 1, l’égalité

�
�0

�
D F � �0G � �FGC �

�
1

�
�G

��
�
�0

�
�F

�
;

où � est la fonction zêta de Riemann définie par �.s/D
P
n>1

1
ns

.

Pour tout x > q2, on a
p
x 6 x=q. En identifiant le coefficient de n�s de

chaque côté de l’égalité on obtient donc pour 16 u6
p
x :X

x=q<n6x

ƒ.n/g.n/D S1�S2CS3

avec

S1 D
X
m6u

x=q<mn6x

�.m/ log.n/ g.mn/;

S2 D
X
m16u
m26u

x=q<m1m2n6x

�.m1/ƒ.m2/ g.m1m2n/;

S3 D
X

u<m6x
u<n16x

x=q<mn1n26x

�.m/ƒ.n1/ g.mn1n2/:

Choisissons u WD xˇ1 , ce qui implique en particulier 16 u6
p
x 6 x=q. La

somme S1 est une somme de type I. On écrit

S1 D
X
m6u

�.m/
X

x
qm
<n6 x

m

g.mn/

Z n

1

dt

t
;

d’où en intervertissant les sommes

S1 D
X
m6u

�.m/

Z x

1

X
max.t; x

qm
/<n6 x

m

g.mn/
dt

t
:

En découpant la sommation en m selon les puissances de q et en utilisant (6), on
obtient

jS1j � U.log x/2:
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Pour majorer S2, on écrit

S2 D
X
m6u2

0BBBB@
X
m16u
m26u

mDm1m2

�.m1/ƒ.m2/

1CCCCA
X

x=qm<n6x=m

g.mn/:

Comme j�.m1/j6 1 et ƒ.m2/> 0, on aˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
X
m16u
m26u

mDm1m2

�.m1/ƒ.m2/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌6

X
d jm

ƒ.d/D logm:

Ainsi

jS2j6
X
m6u2

.logm/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ X
x
qm
<n6 x

m

g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ :

En découpant la sommation sur m selon les puissances de q, on obtient

jS2j � .log x/2 max
M6u2

X
M=q<m6M

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ X
x
qm
<n6 x

m

g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ :

Soit M0 une valeur M pour laquelle le maximum est atteint. Pour montrer que
jS2j � U.log x/2, on utilise (6) lorsque M0 6 u, on utilise (5) lorsque u <M0 6
x1=2, on utilise (5) en échangeant les rôles de m et n lorsque qx1=2 6M0 6 u2, et
lorsque x1=2 <M0 < qx

1=2, on étend la sommation sur m et on la décompose en
deux sommes, respectivement x1=2=q < m 6 x1=2 et x1=2 < m 6 qx1=2. Pour
la première de ces sommes on utilise (5), et pour la seconde on utilise (5) en
échangeant les rôles de m et n.

Pour majorer S3, on écrit

S3 D .log x/
X

u<m6x=u

am
X

x=qm<n6x=m

bn g.mn/;

avec am WD �.m/ qui vérifie jamj6 1, et

bn WD
1

log x

X
u<n1
n26n
nDn1n2

ƒ.n1/

qui vérifie bn D 0 pour n6 u et 06 bn 6 1
logx

P
d jn

ƒ.d/D
logn
logx 6 1:
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En découpant la sommation sur m suivant les puissances de q on obtient

jS3j � .log x/2 max
u6M6x=u

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ X
M
q
<m6M

X
x
qm
<n6 x

m

ambng.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ :

Soit M1 une valeur de M pour laquelle le maximum est atteint. Pour montrer
que jS3j � U.log x/2, on utilise (5) lorsque u 6 M1 6 x1=2, on utilise (5) en
échangeant les rôles de m et n lorsque qx1=2 6 M1 6 x=u, et lorsque x1=2 <
M1 < qx

1=2, en prenant en compte l’uniformité en am et bn de la majoration (5),
on étend la sommation sur m et on la décompose en deux sommes, respectivement
x1=2=q < m 6 x1=2 et x1=2 < m 6 qx1=2. Pour la première de ces sommes on
utilise (5), et pour la seconde on utilise (5) en échangeant les rôles de m et n. �

Le Lemme 1 nous montre que la clef de la démonstration du Théorème 1
réside dans l’obtention de majorations pour les sommes de type II (5) et pour les
sommes de type I (6). Pour estimer les sommes de type II, nous allons dans le
paragraphe suivant supprimer les contraintes multiplicatives à l’aide d’une variante
d’un procédé classique de séparation des variables (voir par exemple le Lemme
5.2.3 de [29]).

5. Séparation des variables

LEMME 2. Pour toute suite .an/n>0 de nombres complexes, on a pour tous
N0 6N1 <N2 6N3 entiers,ˇ̌̌̌

ˇ̌ X
N1<n6N2

an

ˇ̌̌̌
ˇ̌6 Z 1=2

�1=2

min.N2�N1; jsin��j�1/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
N0<n6N3

an e.n�/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ d�:

De plus, pour tout réel x > 2=� , on aZ 1=2

�1=2

min.x; jsin��j�1/ d� 6 2
�
C

2
�

log.2x/:

Preuve. Comme
R 1=2
�1=2

e.s�/d� vaut 1 si sD 0 et 0 pour tout entier s¤ 0, on a

X
N1<n6N2

an D

Z 1=2

�1=2

0@ X
N0<n6N3

an e.n�/

1A0@ X
N1<n06N2

e.�n0�/

1A d�:
Pour �1=26 � 6 1=2 avec � ¤ 0 on peut écrireˇ̌̌̌

ˇ̌ X
N1<n06N2

e.�n0�/

ˇ̌̌̌
ˇ̌D ˇ̌̌̌sin.N2�N1/��

sin��

ˇ̌̌̌
6min.N2�N1; j sin��j�1/;
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ce qui établit la première inégalité du Lemme 2. Par parité et en coupant en 1=�x,
on aZ 1=2

�1=2

min.x; jsin��j�1/ d� 6 2
Z 1=�x

0

x d�C 2

Z 1=2

1=�x

d�

sin��

D
2

�
C
2

�
log cot

�
1

2x

�
6
2

�
C
2

�
log.2x/;

ce qui établit la seconde inégalité du Lemme 2. �

LEMME 3. Soit g une fonction arithmétique, q > 2, 0 < Qı < ˇ1 < 1=3, 1=2 <
ˇ2 < 1. Supposons qu’uniformément pour tous nombres complexes bn tels que
jbnj6 1, on ait

(7)
X

q��1<m6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌6 V;

pour tous nombres entiers strictement positifs � et � tels que

(8) ˇ1� Qı 6
�

�C �
6 ˇ2C Qı:

Alors pour

(9) x > x0 WDmax.q1=.1�ˇ2/; q3=
Qı/;

on a uniformément pour M vérifiant

(10) xˇ1 6M 6 xˇ2

l’estimation (5) avec

U D 12
�
.1C log 2x/ V:

Preuve. Pour x > q1=ˇ1 et M > xˇ1 on a M > q donc il existe un nombre
entier �0 > 1 tel que

(11) q�
0

<M 6 q�
0C1:

De la même manière pour x > q1=.1�ˇ2/ et M 6 xˇ2 on a x=M > x1�ˇ2 > q donc
il existe un nombre entier �0 > 1 tel que

(12) q�
0

< x=M 6 q�
0C1:

Alors pour M=q < m 6M , on a q�
0�1 6 x

qm
< x
m
6 q�0C2; donc en posant

N0 D q
�0�1, N1 D

j
x
qm

k
, N2 D

�
x
m

˘
, N3 D q�

0C2, on en déduit les inégalités
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N0 6N1 <N2 6N3: D’après le Lemme 2, on a donc pour M=q <m6M ,ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ X
x
qm
<n6 x

m

bng.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

6
Z 1=2

�1=2

min.N2�N1; jsin��j�1/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q�
0�1<n6q�

0C2

bn e.n�/g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ d�:

Notre objectif est maintenant de sommer cette expression sur m, puis d’intervertir
la somme et l’intégrale. Pour s’affranchir de la dépendance en m de N1 et N2, nous
utilisons la majoration N2�N1 6 x, et comme q�

0�1 <M=q <M 6 q�0C1, quitte
à rajouter quelques termes supplémentaires, le membre de gauche de l’estimation
(5) est donc majoré par

X
q�
0�1<m6q�

0C1

Z 1=2

�1=2

min.x; jsin��j�1/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q�
0�1<n6q�

0C2

bn e.n�/g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ d�:

Par découpage, en utilisant l’inégalité triangulaire, cette expression est majorée par

�0C1X
�D�0

�0C2X
�D�0

Z 1=2

�1=2

min.x; jsin��j�1/
X

q��1<m6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn e.n�/g.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ d�:

Pour .�; �/ 2 f�0; �0C 1g � f�0; �0C 1; �0C 2g on a

�0

�0C �0C 2
6

�

�C �
6

�0C 1

�0C �0C 1
;

donc nous devons prouver que pour x > x0, on a

ˇ1� Qı 6
�0

�0C �0C 2
et

�0C 1

�0C �0C 1
6 ˇ2C Qı:

En utilisant (11) et (12) on a

log x
log q

� 26 �0C �0 <
log x
log q

;

et en utilisant (10) et (11) on a

ˇ1
log x
log q

� 16 �0 6 ˇ2
log x
log q

:
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Ainsi,

�0

�0C �0C 2
>
ˇ1

logx
logq � 1

logx
logq C 2

D
ˇ1�

logq
logx

1C 2
logq
logx

>
�
ˇ1�

log q
log x

��
1� 2

log q
log x

�
> ˇ1� .1C 2ˇ1/

log q
log x

;

ce qui entraı̂ne �0

�0C�0C2
> ˇ1 � Qı pour x > q.1C2ˇ1/=Qı . Similairement, comme

x>q1=.1�ˇ2/ entraı̂ne logq
logx 61�ˇ26

1
2

, et comme 1
1�u
61C2u pour 06u61=2,

on en déduit

�0C 1

�0C �0C 1
6
ˇ2

logx
logq C 1

logx
logq � 1

D
ˇ2C

logq
logx

1�
logq
logx

6
�
ˇ2C

log q
log x

��
1C 2

log q
log x

�
6 ˇ2C 3

log q
log x

ce qui implique �0C1
�0C�0C1

6 ˇ2C Qı pour x > q3=Qı .
La définition de x0 par (9) entraı̂ne que

x0 Dmax.q1=ˇ1 ; q1=.1�ˇ2/; q.1C2ˇ1/=
Qı ; q3=

Qı/:

Il en résulte que pour Qı > 0 fixé et x > x0, la condition xˇ1 6M 6 xˇ2 implique
la condition (8) pour les valeurs de � et � impliquées dans la somme ci-dessus. En
appliquant l’inégalité (7) (qui est uniforme en bn) avec bn remplacé par bn e.n�/,
on obtient donc

X
M
q
<m6M

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ X
x
qm
<n6 x

m

bng.mn/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌66 VZ 1=2

�1=2

min.x; jsin��j�1/d�6 12� .1Clog 2x/V;

ce qui établit la majoration (5) avec U D 12
�
.1C log 2x/ V . �

6. Sommes de type II

L’objectif des Sections 6 et 7 est de nous placer dans les conditions d’appli-
cation du Lemme 3, c’est-à-dire de montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Pour q > 2 et ˛ tels que .q� 1/˛ 2 R nZ, il existe ˇ1, ˇ2 et
Qı vérifiant 0 < Qı < ˇ1 < 1=3 et 1=2 < ˇ2 < 1 et �q.˛/ > 0 tels que pour tout " > 0

(13)
X

q��1<m6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn e.˛sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌�" q

.1� 1
2
�q.˛/C"/.�C�/;
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pour tous nombres entiers strictement positifs � et � tels que

ˇ1� Qı 6
�

�C �
6 ˇ2C Qı;

uniformément pour tous nombres complexes bn tels que jbnj6 1.

6.1. Lissage des sommes. Pour q > 2, soit f .n/D ˛sq.n/ où

(14) ˛ 2 R nZ:

Soient des entiers � > 1, � > 1 et 0 6 � 6 �=2, et des nombres complexes bn
vérifiant jbnj6 1. On considère la somme

S D
X

q��1<m6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn e.f .mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌ :

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(15) jS j2 6 q�
X

q��1<m6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn e.f .mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌
2

:

Nous allons maintenant utiliser la variante suivante de l’inégalité de Van der
Corput :

LEMME 4. Soient z1; : : : ; zN des nombres complexes. Pour tout entier R > 1,
on a ˇ̌̌̌

ˇ̌ X
16n6N

zn

ˇ̌̌̌
ˇ̌
2

6
N CR� 1

R

X
jrj<R

�
1�
jr j

R

� X
16n6N
16nCr6N

znCrzn:

Preuve. Par commodité on pose zn D 0 pour n6 0 et pour n>N C 1. On a
les égalités :

R
X
n

zn D

R�1X
rD0

X
n

znCr D
X
n

R�1X
rD0

znCr :

Les entiers n pour lesquels la dernière somme est potentiellement non nulle
vérifient les inégalités 1� .R � 1/ 6 n 6 N , donc leur nombre ne dépasse pas
N C .R� 1/.
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En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

R2

ˇ̌̌̌
ˇX
n

zn

ˇ̌̌̌
ˇ
2

6 .N CR� 1/
X
n

ˇ̌̌̌
ˇ
R�1X
rD0

znCr

ˇ̌̌̌
ˇ
2

6 .N CR� 1/
R�1X
r1D0

R�1X
r2D0

X
n

znCr1znCr2

6 .N CR� 1/
R�1X
r1D0

R�1X
r2D0

X
m

zmCr1�r2zm

6 .N CR� 1/
X

�R<r<R

.R� jr j/
X
m

zmCrzm

d’où l’inégalité attendue en divisant par R2. �

En posant RD q�, N D q��q��1 et znD bq��1Cn e.f .m.q��1Cn/// dans
le Lemme 4 et en observant que � 6 b�=2c6 � � 1, on obtient :ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<n6q�

bn e.f .mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌
2

6 q���
X
jrj<q�

�
1�
jr j

q�

�� X
q��1<n6q�

bnCr bn e.f .m.nC r//�f .mn//CO.q�/
�
;

où le terme O.q�/ dans le second membre provient de la suppression de la condi-
tion de sommation q��1 <nCr 6 q� introduite par le Lemme 4. Cette suppression
peut potentiellement concerner O.q�/ valeurs de n, et comme chaque terme de la
somme est de module au plus égal à 1, on obtient une erreur O.q�/. En séparant
les cas r D 0 et r ¤ 0,

jS j2� q2.�C�/��

C q�C� max
16jrj<q�

X
q��1<n6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<m6q�

e.f .m.nC r//�f .mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌ ;

où l’on a tenu compte du fait que la contribution totale de O.q�/ à la majoration
de jS j2 étant O.q2�C�C�/, elle est négligeable devant O.q2.�C�/��/ car � 6 �=2.

Pour poursuivre la démonstration, nous allons montrer que seuls les chiffres
de poids faible dans la différence f .m.nC r//�f .mn/ contribuent de manière si-
gnificative. Nous allons donc introduire une notion de somme des chiffres tronquée
et montrer que l’on peut remplacer dans les sommes de type II la fonction f par
cette fonction tronquée.
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6.2. Somme des chiffres tronquée. Pour tout entier �> 0, on définit f� par la
formule

(16) f�.n/D
X
k<�

f .nk q
k/;

où les entiers nk désignent les chiffres de n dans son écriture en base q définie
par (1). La fonction f� ainsi définie est clairement périodique de période q�. Cette
fonction tronquée apparaı̂t dans un contexte différent dans [12] où Drmota et Rivat
étudient certaines propriétés de f�.n2/ lorsque � est de l’ordre de logn.

LEMME 5. Pour tout " > 0, il existe une constante c."/ telle que pour tous �,
�, � entiers avec�>0, �>0 et 06�6�=2, pour tout r 2Z avec jr j<q�, le nombre
E.r; �; �; �/ de couples d’entiers .m; n/ tels que q��1 <m6 q�, q��1 < n6 q�
et

f .m.nC r//�f .mn/¤ f�C2�.m.nC r//�f�C2�.mn/;

vérifie

(17) E.r; �; �; �/6 c."/ q.�C�/.1C"/��:

Preuve. Supposons 06 r < q�. Dans ce cas 06mr < q�C�. Lorsqu’on effec-
tue l’addition mnCmr , les chiffres du produit mn d’indice > �C � ne pourront
être modifiés que par propagation d’une retenue. Nous devons donc compter les
couples .m; n/ tels que les chiffres aj de l’écriture en base q du produit aDmn
vérifient aj D q � 1 pour �C � 6 j < �C 2�. Ainsi en regroupant les produits
mn selon leur valeur a, nous obtenons

E.r; �; �; �/6
X

q�C��2<a6q�C�

�.a/ �.a/

où d’une part �.a/ désigne le nombre de diviseurs de a et d’autre part �.a/D1 si les
chiffres aj de l’écriture en base q de a vérifient aj D q�1 pour �C�6 j <�C2�,
et �.a/D 0 dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe un indice j , avec �C � 6
j < �C 2�, pour lequel aj ¤ q � 1. Le nombre d’entiers a 6 q�C� vérifiant les
conditions précédentes est majoré par q�C���. Par conséquent la majoration (17)
découle de l’estimation classique (voir par exemple Hardy-Wright [22, Th. 315,
p. 260])

(18) �.a/�" a
";

qui entraı̂ne �.a/�" q
.�C�/".

Le même raisonnement s’applique lorsque �q� < r < 0 en comptant les
couples .m; n/ tels que les chiffres aj du produit a D mn vérifient aj D 0 pour
�C � 6 j < �C 2�, et l’on obtient la même majoration (17). �
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6.3. Transformation des sommes de type II. D’après le Lemme 5, on peut
maintenant remplacer f par la fonction tronquée f�C2� définie par (16) dans la
majoration (15), au prix d’une erreur totale O".q.2C"/.�C�/��/. Ainsi,

(19) jS j2�" q
.2C"/.�C�/��

C q�C� max
16jrj<q�

S2.r; �; �; �/;

où l’on a posé
(20)

S2.r; �; �; �/ WD
X

q��1<n6q�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
q��1<m6q�

e.f�C2�.m.nC r//�f�C2�.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌ :

Pour établir (13), nous allons montrer que

(21) S2.r; �; �; �/�q .�C �/
2 q�C���:

Nous fixerons ensuite les paramètres de la Proposition 1 dans le paragraphe 7.3, ce
qui nous permettra d’achever la démonstration de la Proposition 1.

Pour fixer les idées, on peut dès à présent faire l’hypothèse que

(22) � 6
log 2
10 log q

.�C �/:

Posons

(23) �D �C 2�:

Comme f� est périodique de période q�, on peut écrire

S 02.n/ WD
X

q��1<m6q�

e.f�.m.nC r//�f�.mn//

D
1

q2�

X
06u<q�

X
06v<q�

e.f�.u/�f�.v//

X
06h<q�

X
06k<q�

X
q��1<m6q�

e
�
h.m.nC r/�u/C k.mn� v/

q�

�
:

Dans l’expression ci-dessus, on a f�.u/D f .u/ et f�.v/D f .v/ car 06 u < q�
et 06 v < q�.

Pour q > 2, ˛ 2 R, � 2N, on note F�. : ; ˛/ la transformée de Fourier discrète
de la fonction u 7! e.f�.u// définie pour tout h 2 Z par :

(24) F�.h; ˛/D q
��

X
06u<q�

e
�
˛sq.u/� huq

��
�
:
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En utilisant (24), on obtient

S 02.n/D
X

06h<q�

X
06k<q�

F�.h; ˛/F�.�k; ˛/
X

q��1<m6q�

e
�
.hC k/mnC hmr

q�

�
:

Ainsi la somme géométrique sur m permet d’obtenir
(25)ˇ̌
S 02.n/

ˇ̌
6

X
06h<q�

X
06k<q�

jF�.h; ˛/j jF�.�k; ˛/jmin

0@q�; 1ˇ̌̌
sin
�
� .hCk/nChr

q�

�ˇ̌̌
1A:

Afin d’estimer maintenant

S2.r; �; �; �/D
X

q��1<n6q�

ˇ̌
S 02.n/

ˇ̌
;

nous allons utiliser le lemme suivant :

LEMME 6. Soient a;m 2 Z avec m > 1 et d D .a;m/. Soit b 2 R. Pour tout
réel M > 0 on aX

06n6m�1

min

0@M; 1ˇ̌̌
sin� anCb

m

ˇ̌̌
1A(26)

6 d min

0@M; 1

sin� d
m




 bd 



1AC d

sin �d
2m

C
2m

�
log

2m

� d
:

Preuve. L’inégalité est triviale pour d D m car dans ce cas
ˇ̌̌
sin� anCb

m

ˇ̌̌
D

sin�



 bd 


 pour tout n. Lorsque d ¤ m, on a 1 6 d 6 m=2. Posons a0 D a=d ,

m0 Dm=d , et b D b0d C r où b0 2 Z, r 2 R, �d=2 < r 6 d=2, et

S D
X

06n6m�1

min

0@M; 1ˇ̌̌
sin� anCb

m

ˇ̌̌
1A

D

X
06n6m�1

min

 
M;

1ˇ̌
sin �

m0
.a0nC b0C r

d
/
ˇ̌! :

Lorsque n parcourt m0 entiers consécutifs, a0nC b0 parcourt toutes les classes
résiduelles modulo m0. Dans la somme S , la variable n parcourt d intervalles de
m0 entiers consécutifs, donc

S D d
X

06n6m0�1

min

 
M;

1ˇ̌
sin �

m0
.nC r

d
/
ˇ̌! :
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Quitte à poser n0 D�n (n0 parcourt aussi toutes les classes résiduelles modulo m0)
et r 0 D �r , on peut supposer que 0 6 r 6 d=2 et ensuite supprimer les valeurs
absolues. Alors en isolant le premier et le dernier termes de cette somme,

S 6 d min

 
M;

1

sin � r
m0d

!
C d min

 
M;

1

sin �
m0
.1� r

d
/

!

C d
X

16n6m0�2

min

 
M;

1

sin �
m0
.nC r

d
/

!
:

En utilisant la convexité de la fonction t 7! 1=.sin t / sur �0; �Œ on peut écrire
(méthode des trapèzes)

S 6 d min

 
M;

1

sin � r
m0d

!
C

d

sin �
m0
.1� r

d
/
C d

Z m0�3=2

1=2

dt

sin �
m0
.t C r

d
/
:

Posons

h.x/D
1

sin �
m0
.1� x/

C

Z m0�3=2

1=2

dt

sin �
m0
.t C x/

:

Comme la fonction t 7! 1=.sin t / est convexe sur �0; �Œ, la fonction h est convexe
sur Œ0; 1=2�. Le maximum de la fonction h sur Œ0; 1=2� est atteint aux extrémités
de cet intervalle. Or

h
�
1
2

�
� h.0/D

1

sin �
2m0
�

1

sin �
m0
C

Z m0�1

m0�3=2

dt

sin �
m0
t
�

Z 1

1=2

dt

sin �
m0
t

>
1

sin �
2m0
�

1

sin �
m0
C

1

2 sin 3�
2m0

�
1

2 sin �
2m0

>
1

2 sin �
2m0
C

1

2 sin 3�
2m0

�
1

sin �
m0
> 0;

car � W t 7!1=.sin t / est convexe sur �0; �Œ et vérifie donc �.aCb
2
/6 1

2
�.a/C 1

2
�.b/.

Le maximum de la fonction h sur Œ0; 1=2� est donc égal à h.1
2
/. On obtient ainsi

S 6 d min

 
M;

1

sin � r
m0d

!
C

d

sin �
2m0
C d

Z m0�1

1

du

sin � u
m0
:

Comme .log tan t
2
/0 D 1=.sin t /, on a

S 6 d min

 
M;

1

sin � r
m0d

!
C

d

sin �
2m0
C
2m0d

�
log cot

�

2m0
:



LA SOMME DES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS 1611

Or, en écrivant 06 b
d
� b0 D r

d
6 1
2

, on voit que r
d
D




 bd 


. Enfin, cot �
2m0
6 2m0

�
.

En rassemblant ces éléments et en remplaçant m0 par m=d , on obtient l’inégalité
(26). �

En sommant sur n le membre de droite de (25) par tranches de longueur
q� (quitte à rajouter quelques termes si � < �), en utilisant l’inégalité (26) et en
organisant la sommation suivant la valeur de d D .hC k; q�/, on obtient :

S2.r; �; �; �/D
X

q��1<n6q�

ˇ̌
S 02.n/

ˇ̌
� .1C q���/

X
d jq�

X
06h<q�

�

X
06k<q�

.hCk;q�/Dd

jF�.h; ˛/j jF�.�k; ˛/j d min

0@q�; 1

sin
�
� d
q�




hrd 


�
1A

C .1C q���/�.log q/q�
X

06h<q�

X
06k<q�

jF�.h; ˛/j jF�.�k; ˛/j :

Dans la première somme, au prix de quelques termes supplémentaires, on
peut remplacer la condition .hC k; q�/ D d par la condition moins restrictive
k ��h mod d . En parcourant toutes les classes résiduelles a modulo d , on peut
séparer cette dernière condition en deux conditions : h�a mod d et k��a mod d
(i.e. �k � a mod d ), ce qui permet d’écrire

S2 WD S2.r; �; �; �/(27)

� .1C q���/
X
d jq�

d
X

06a<d

min

0@q�; 1

sin
�
� d
q�



ar
d



�
1AG�.a; d; ˛/2

C .1C q���/� .log q/ q�G�.˛/
2;

où G�.a; d; ˛/ et G�.˛/ sont définies pour a 2 Z et d > 1 par

(28) G�.a; d; ˛/ WD
X

06h<q�

h�a mod d

jF�.h; ˛/j et G�.˛/ WD
X

06h<q�

jF�.h; ˛/j :

La suite de notre travail va consister en l’obtention d’une estimation conve-
nable pour chacun des deux termes de la majoration (27). Pour cela, on com-
mence par représenter F�.h; ˛/ sous la forme d’un produit de polynômes trigo-
nométriques. En effet, il résulte de la formule (24) définissant F� que :

(29) F0.h; ˛/D 1;
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et que pour �> 0,

F�C1.h; ˛/D q
���1

X
06i<q

X
06u<q�

e
�
˛.sq.u/C i/� h.quC i/q

���1
�

D
1

q

X
06i<q

e
�
˛i � hiq���1

�
F�.h; ˛/

D
1

q

1� e.˛q� hq��/
1� e.˛� hq���1/

F�.h; ˛/;

et donc

(30) jF�.h; ˛/j D q
��

Y
16j6�

�q.˛� hq
�j /;

où la fonction �q , périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

(31) �q.t/D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06v<q

e.vt/

ˇ̌̌̌
ˇ̌D � jsin�qt j = jsin�t j si t 2 R nZ;

q si t 2 Z:

Pour estimer les deux termes de la majoration (27), nous allons majorer pour
certaines valeurs de d j q� et de a 2 Z, les moyennes d’ordre 1 :X

06h<q�

h�a mod d

jF�.h; ˛/j ;

d’ordre 2 : X
06h<q�

h�a mod d

jF�.h; ˛/j
2 ;

et d’ordre 2 pondérées : X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ :
Les estimations de ces moyennes de produits trigonométriques constituent

une partie cruciale de la preuve et présentent un intérêt indépendant. Afin de ne
pas interrompre le fil conducteur de la preuve du Théorème 1, nous les présentons
à la fin de cet article dans la Section 12 (Lemme 16 pour les moyennes d’ordre 1
et q > 3, Lemme 18 pour les moyennes d’ordre 1 et q D 2, Lemme 19 pour les
moyennes d’ordre 2 et Lemme 21 pour les moyennes d’ordre 2 pondérées).
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7. Majoration des sommes de type II

Nous pouvons maintenant estimer la seconde somme de la majoration (27) en
appliquant (98) lorsque q D 2, et (90) lorsque q > 3, ce qui nous permet d’écrire

S2� .1C q���/
X
d jq�

d
X

06a<d

min

0@q�; 1

sin
�
� d
q�



ar
d



�
1AG�.a; d; ˛/2

C � .log q/ .1C q���/ q.1C2�q/�;

où les constantes �q > 0, définies par (96) pour q D 2 et par (83) pour q > 3
vérifient la majoration cruciale

�q <
1

2
:

Il nous reste maintenant à estimer la première somme de cette majoration
afin de montrer (21). À cet effet, nous allons séparer le cas q D 2 du cas q > 3.
Nous commencerons par étudier le cas q D 2, plus simple à traiter, qui permet de
bien comprendre la structure de la preuve, et conduit par ailleurs à un résultat plus
précis. Lorsque q > 3 n’est pas premier, des difficultés supplémentaires dues à ses
diviseurs surgissent.

7.1. Cas où q D 2. Si d j 2�, alors il existe un entier ı tel que d D 2ı . Ainsi,

S2� .1C 2���/
X
06ı6�

2ı
X

06a<2ı

min

0@2�; 1

sin
�
�2ı��




ar
2ı




�
1AG�.a; 2ı ; ˛/2

C � .1C 2���/2.1C2�2/�:

En appliquant (97) au premier terme on obtient

(32) S2� .1C 2���/
X
06ı6�

2ıC2�2.��ı/S3.ı/C� .1C 2
���/2.1C2�2/�;

avec, en posant r D r 02� où r 0 est impair et 06�6 �,

(33) S3.ı/D
X

06a<2ı

jFı.a; ˛/j
2 min

0@2�; 1

sin
�
�2ı��




 ar 0

2ı��




�
1A :

Nous séparons la sommation sur ı dans (32) en deux parties selon que ı 6�
ou ı > �.

Si 06 ı 6�, alors le minimum dans l’expression (33) vaut 2�. Dans ce cas,

S3.ı/D 2
�

X
06a<2ı

jFı.a; ˛/j
2 ;
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et en utilisant (103) avec �D ı, ı D 0, on obtient

S3.ı/6 2�;

d’où, comme 0 < 2�2 < 1,

(34)
X

06ı6�

2ıC2�2.��ı/S3.ı/�
X

06ı6�

2ıC�C2�2.��ı/� 2�C2�2�C.1�2�2/�:

Supposons maintenant 0 6� < ı 6 �. Dans l’expression (33), la valeur du
sinus dépend de la classe résiduelle de a modulo 2ı��. On peut écrire

S3.ı/D
X

16a62ı��

min

0@2�; 1

sin
�
�2ı��




 ar 0

2ı��




�
1A X

06h<2ı

h�a mod 2ı��

jFı.h; ˛/j
2 :

En utilisant (103), on obtient

(35) S3.ı/6 S4.ı/;

avec

S4.ı/D
X

16a62ı��

jFı��.a; ˛/j
2 min

0@2�; 1

sin
�
�2ı��




 ar 0

2ı��




�
1A :

En organisant cette somme selon la valeur de .a; 2ı��/D 2� , S4.ı/ est estimée
par :

X
06�6ı��

X
16b62ı����

b�1 mod 2

ˇ̌̌
Fı��.2

�b; ˛/
ˇ̌̌2

min

0@2�; 1

sin
�
�2ı��




 br 0

2ı����




�
1A :

Comme la fonction sinus est concave sur Œ0; ��, on a

sin
�
�2ı��





 br 0

2ı����





�> 2ı�� sin
�
�





 br 0

2ı����





�D 2ı�� ˇ̌̌̌sin
�br 0

2ı����

ˇ̌̌̌
donc en isolant le terme � D ı�� pour lequel le sinus est nul, on obtient

S4.ı/� 2� jFı��.0; ˛/j
2
C 2��ı

X
06�<ı��

X
16b<2ı����

b�1 mod 2

ˇ̌̌
Fı��.2

�b; ˛/
ˇ̌̌2ˇ̌̌

sin �br 0

2ı����

ˇ̌̌ :

La condition (14) nous permet de définir �2.˛/ 2�0; 1Œ (nous verrons en fait que
d’après (96) on a �2.˛/ < 0; 1144) par la formule

(36) �2.˛/Dmin .1� 2�2;�2.log jcos�˛j/= log 2/ ;
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ce qui permet d’écrire

jcos�˛j6 2��2.˛/=2:

D’après la formule (99) on a jFı��.0; ˛/j D jcos�˛jı�� 6 2��2.˛/.ı��/=2: De
plus

ˇ̌̌
Fı��.2

�b; ˛/
ˇ̌̌
D

ı��Y
jD1

ˇ̌̌
cos�.˛� b 2��j /

ˇ̌̌

D jcos�˛j�
ı��Y
jD�C1

ˇ̌̌
cos�.˛� b 2��j /

ˇ̌̌
D jcos�˛j� jFı���� .b; ˛/j6 jFı���� .b; ˛/j ;

donc

S4.ı/� 2���2.˛/.ı��/C 2��ı
X

06�<ı��

X
16b<2ı����

b�1 mod 2

jFı���� .b; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �br 0

2ı����

ˇ̌̌ :

En utilisant la majoration (106), et en reportant dans la majoration (35), on obtient

S3.ı/6 S4.ı/� 2���2.˛/.ı��/C
X

06�<ı��

2��ıC
2.˛/.ı����/

� 2���2.˛/.ı��/C�2��ıC
2.˛/.ı��/;

où 
2.˛/, défini par (104), vérifie 1
2
6 
2.˛/ < 1 d’après (105).

Comme 0 < �2 < 1=2, on en déduitX
�<ı6�

2ıC2�2.��ı/S3.ı/

�

X
�<ı6�

2ıC2�2.��ı/C���2.˛/.ı��/C�
X

�<ı6�

2ıC.1C2�2/.��ı/C
2.˛/.ı��/

� � 2�C2�2.���/C�C� 2�C���2.˛/.���/

C�2 2�C.1C2�2/.���/C�2 2�C
2.˛/.���/;

ce qui conduit àX
�<ı6�

2ıC2�2.��ı/S3.ı/(37)

� � 2�C2�2�C.1�2�2/�C� 2�C.1��2.˛//�C�2.˛/�

C�2 2.1C2�2/��2�2�C�2 2.1C
2.˛//��
2.˛/�:
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En reportant (34) et (37) dans (32), et comme 0 6 � 6 � et � D �C 2�

(conformément à (23)), on obtient

S2� .1C 2���/
�
�2 2.1C2�2/�C� 2�C2�2�C.1�2�2/�

C � 2�C.1��2.˛//�C�2.˛/�C 2.1C
2.˛//�
�

� �2 .1C 2���/.2.1C2�2/�C 2��2�C.1��2.˛//�C�2.˛/�C 2.1C
2.˛//�/:

Posons

(38) �2.˛/Dmin .1� 2�2; �2.˛/; 1� 
2.˛// :

En observant que 0 < �2.˛/ < 1 et donc que 2�2�C�2.˛/� 6 1, on obtient

S2� �2 .1C 2���/ 2.2��2.˛//�I

c’est-à-dire

S2� .�C �/2
�
2.2��2.˛//.�C2�/C 2.1��2.˛//.�C2�/C�

�
:

Pour obtenir la majoration attendue (voir (21)) :

(39) S2� .�C �/2 2�C���;

il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

.2� �2.˛//.�C 2�/ < �C � � �;

.1� �2.˛//.�C 2�/C � < �C � � �I

c’est-à-dire
.2� �2.˛//� < �C � � .5� 2�2.˛//�

et
.3� 2�2.˛//� < �2.˛/�:

En posant

(40) � WD
�

�C �
;

la majoration (39) est vérifiée dès que :

3� 2�2.˛/

�2.˛/
� <

�

�C �
<
1� .5� 2�2.˛//�

2� �2.˛/
:

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3 avec

Qı WD
�2.˛/

28
;

(41) ˇ1 WD
3� 2�2.˛/

�2.˛/
�C Qı
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et

(42) ˇ2 WD
1� .5� 2�2.˛//�

2� �2.˛/
� Qı;

Nous devons vérifier que les conditions du Lemme 3 (0 < Qı < ˇ1 <
1
3

et
1
2
< ˇ2 < 1) sont satisfaites, c’est-à-dire :

0 <
3� 2�2.˛/

�2.˛/
�C

�2.˛/

28
<
1

3
<
1

2
<
1� .5� 2�2.˛//�

2� �2.˛/
�
�2.˛/

28
< 1:

À cet effet, il suffit d’imposer la condition

(43) � 6
�2.˛/

14
;

ce qui entraı̂ne en particulier que l’hypothèse (22) que nous avions imposée au
début du traitement de S2 est bien vérifiée. Pour q D 2 et ˛ 62 Z, la condition (43)
permet d’obtenir (21).

Remarque. Les valeurs de ˇ1 et ˇ2 (définies par (41) et (42)) sont indépen-
dantes de celles de � et de �.

7.2. Cas où q > 3. Si d j q�, alors on peut écrire d D kqı où ı est l’unique
entier dans Œ0; �� tel que qı j d et qıC1 − d . Comme k j q��ı et .k; q/ < q,
d’après le Lemme 17 on obtient 1

G�.a; d; ˛/� k��3q�3.��ı/ jFı.a; ˛/j

d’où

S2� .1C q���/
X
06ı6�

X
k jq��ı

.k;q/<q

k1�2�3qıC2�3.��ı/S3.k; ı/

C �.log q/.1C q���/q.1C2�q/�;

avec

(44) S3.k; ı/D
X

06a<kqı

jFı.a; ˛/j
2 min

0@q�; 1

sin
�
�kqı��




 ar
kqı




�
1A :

Posons

(45) 0 < !q WD

�
1

2
� �3

�
log 2
log q

6
1

2
� �3 D

3

2
�

log 5
log 3

< 0; 0351:

1. Lorsque q est un nombre premier, on a d D qı , et dans ce cas particulier, on peut appliquer
ci-dessus le Lemme 16 au lieu du Lemme 17, ce qui revient à remplacer �3 par �q dans toute la suite,
qui est d’ailleurs beaucoup plus simple du fait que k D 1.
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Comme .k; q/ est un diviseur strict de q, il en résulte que .k; q/ 6 q=2 et on en
déduit k D .k; q��ı/6 .k; q/��ı 6 .q=2/��ı : Ainsi le nombre d’entiers k admis-
sibles est majoré par le nombre de diviseurs de q��ı ce qui à l’aide de l’estimation
�.n/�q n

!q (qui résulte par exemple de (18)), montre queX
k jq��ı

.k;q/<q

k1�2�3 6 �.q��ı/
�q
2

�.1�2�3/.��ı/

�q q
!q.��ı/C.1�2�3/.��ı/�.1�2�3/

log2
logq .��ı/

D q�!q.��ı/C.1�2�3/.��ı/;

d’où

qıC2�3.��ı/
X

k jq��ı

.k;q/<q

k1�2�3 �q q
��!q.��ı/;

ce qui permet d’obtenir

(46) S2�q .1C q
���/q�

X
06ı6�

q�!q.��ı/ max
k jq��ı

.k;q/<q

S3.k; ı/

C�.log q/.1C q���/q.1C2�q/�:

On va maintenant se concentrer sur la majoration de S3.k; ı/.
Comme la fonction sinus est concave sur Œ0; ��, et 16 k 6 q��ı , on a

sin
�
�kqı��





 arkqı




�> kqı�� sin

�
�





 arkqı




�D kqı�� ˇ̌̌̌sin

�ar

kqı

ˇ̌̌̌
:

Ainsi, en utilisant (23), on a

(47) S3.k; ı/6 k�1q��ı
X

06a<kqı

jFı.a; ˛/j
2 min

0@kqı�2�; 1ˇ̌̌
sin �ar

kqı

ˇ̌̌
1A :

Lorsque ı est petit, on est gêné par les facteurs communs de r et q, alors que
si ı est plus grand, on peut sacrifier une petite puissance de q pour les éliminer
dans l’expression ar=.kqı/. À cet effet, on introduit un entier � tel que 16�6 �
et on distingue deux cas selon que ı 6� ou ı > �.

Supposons que ı 6�.
La fonction a 7! jFı.a; ˛/j est périodique de période qı , donc on peut écrire

S3.k; ı/6 k�1q��ı
X

06a<qı

jFı.a; ˛/j
2

X
06i6k�1

min

0@kqı�2�; 1ˇ̌̌
sin �.aCiq

ı/r

kqı

ˇ̌̌
1A:
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En appliquant grossièrement le Lemme 6 avec mD k, nD i , a D r , b D ar=qı ,
on a

X
06i6k�1

min

0@kqı�2�; 1ˇ̌̌
sin �.aCiq

ı/r

kqı

ˇ̌̌
1A� .r; k/kqı�2�C k log k;

ce qui conduit, comme r 6 q� et k 6 q�, à l’estimation

S3.k; ı/� q��ı.qı��C� log q/
X

06a<qı

jFı.a; ˛/j
2 :

En utilisant (103) avec � D ı et ı D 0, la somme du second terme ci-dessus est
majorée par 1. On obtient

S3.k; ı/� q���C�.log q/q��ı :

En sommant sur ı, la contribution des sommes S3.k; ı/ à (46) pour ı 6� est
majorée par

.1C q���/q�
X

06ı6�

q�!q.��ı/.q���C�.log q/q��ı/

ce qui, compte tenu du fait que 0 < !q < 1, est majoré par

.1C q���/q�.q����!q.���/C�.log q/q.1�!q/�/

D .1C q���/q.2�!q/�.q��C!q�C�.log q//:

En imposant la condition (le choix final de � en (53) respectera cette condition)

(48) !q�6 �;

et en observant que 1C 2�q 6 2�!q , on obtient

(49) S2�q .1C q
���/q�

X
�<ı6�

q�!q.��ı/ max
k jq��ı

.k;q/<q

S3.k; ı/

C�.log q/.1C q���/q.2�!q/�:

Supposons maintenant que ı > � et posons ı0 D ı ��. D’après (47), en
découpant la somme en tranches de longueur qı

0

, la somme S3.k; ı/ est majorée
par

k�1q��ı
X

06a<qı
0

X
06i<kq�

ˇ̌̌
Fı.aC iq

ı 0 ; ˛/
ˇ̌̌2

min

0@kqı�2�; 1ˇ̌̌
sin �.aCiq

ı0 /r

kqı

ˇ̌̌
1A :
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Comme ı0 6 ı, d’après (30) et (31) on a jFı. : ; ˛/j6 jFı 0. : ; ˛/j, et jFı 0. : ; ˛/j est
périodique de période qı

0

, donc la somme S3.k; ı/ est majorée par

k�1q��ı
X

06a<qı
0

jFı 0.a; ˛/j
2

X
06i<kq�

min

0@kqı�2�; 1ˇ̌̌
sin� irC.ar=q

ı0 /

kq�

ˇ̌̌
1A :

En appliquant le Lemme 6 avec m D kq�, n D i , a D r , b D ar=qı
0

, d D
.r; kq�/ la somme sur i est majorée par

.r; kq�/min

0@kqı�2�; 1

sin� .r;kq
�/

kq�




 ar

.r;kq�/qı
0





1AC kq� log.kq�/;

ce qui, en utilisant à nouveau la concavité du sinus, et en posant r 0 D r=.r; kq�/,
est majoré par

kq� min

0@.r; kq�/qı�2���; 1ˇ̌̌
sin� ar

0

qı
0

ˇ̌̌
1AC kq� log.kq�/:

Ainsi, comme .r; kq�/6 r < q�, en posant

(50) S4.k; ı
0/D q��ı

0
X

06a<qı
0

jFı 0.a; ˛/j
2 min

0@qı 0��; 1ˇ̌̌
sin� ar

0

qı
0

ˇ̌̌
1A ;

on obtient

S3.k; ı/� S4.k; ı
0/C q��ı

0

log.kq�/
X

06a<qı
0

jFı 0.a; ˛/j
2 :

En utilisant (103) avec � D ı0 et ı D 0, la somme du second terme est majorée
par 1. De plus kq� 6 q��ıC� 6 q�, donc on obtient

(51) S3.k; ı/� S4.k; ı
0/C�.log q/q��ı

0

:

La contribution du second terme ci-dessus à la majoration de S2 dans (49) est

�.log q/.1C q���/q�
X

�<ı6�

q�!q.��ı/q��ıC�

� �.log q/.1C q���/q.2�!q/�C!q�:

Sous la condition (48), on a donc en reportant dans (49) la majoration

S2�q .1C q
���/q�

X
�<ı6�

q�!q.��ı/ max
k jq��ı

.k;q/<q

S4.k; ı��/(52)

C�.log q/.1C q���/q.2�!q/�C�:
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Nous devons maintenant majorer S4.k; ı��/. En choisissant

(53) �D

�
�

log q
log 2

�
;

on a 16�6� dès que � est grand (en raison de (22)), la condition (48) est vérifiée,
et le plus important est que si p est un nombre premier et que pv j r avec v entier,
alors pv 6 q� donc v 6�. Ainsi l’entier r 0 D r=.r; kq�/ vérifie

(54) .r 0; q/D 1:

Nous devons organiser dans S4.k; ı0/ la sommation sur a (qui peut être prise sur
Œ1; qı

0

�) en fonction des puissances de q en posant aD q�b :

S4.k; ı
0/D q��ı

0
X

06�6ı 0

X
16b6qı

0��

b 6�0 mod q

ˇ̌̌
Fı 0.q

�b; ˛/
ˇ̌̌2

min

0@qı 0��; 1ˇ̌̌
sin� br 0

qı
0��

ˇ̌̌
1A :

La contribution de � D ı0 comporte un seul terme et est égale à

q��ı
0

qı
0��
jFı 0.0; ˛/j

2

c’est-à-dire, d’après (30),
q���.�q.˛/=q/

2ı 0 ;

où �q.˛/D
ˇ̌̌

sin�q˛
sin�˛

ˇ̌̌
, ce qui permet de majorer la contribution de � D ı0 par

q�����q.˛/ı
0

;

où l’on a posé

(55) �q.˛/Dmin
�
!q;
�2 log.�q.˛/=q/

log q

�
:

La condition (14) entraı̂ne que

�q.˛/ > 0:

Ainsi la contribution de ce terme à la majoration de S2 dans (52) est majorée
par

.1C q���/q�
X

�<ı6�

q�!q.��ı/q�����q.˛/ıC�q.˛/�

�q � .1C q
���/q.2��q.˛//���C�q.˛/�;

et comme d’après (55) et (48) on a �q.˛/� 6 !q� 6 �, cette contribution est
finalement majorée par

�q � .1C q
���/q.2��q.˛//�:
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Lorsque 06 � < ı0, on écrit d’après (30),ˇ̌̌
Fı 0.q

�b; ˛/
ˇ̌̌
D q�ı

0
Y

16j6�

�q.˛� bq
��j /

Y
�<j6ı 0

�q.˛� bq
��j /

D q�ı
0

�q.˛/
�

Y
�<j6ı 0

�q.˛� bq
��j /

D q���q.˛/
�
jFı 0�� .b; ˛/j

donc d’après (31) on a ˇ̌̌
Fı 0.q

�b; ˛/
ˇ̌̌
6 jFı 0�� .b; ˛/j :

Il résulte donc de (52) (en utilisant à nouveau �q.˛/6 !q pour rassembler les
termes d’erreur) que

S2�q .1C q
���/q�

X
�<ı6�

q�!q.��ı/ max
k jq��ı

.k;q/<q

S5.k; ı��/(56)

C � .log q/.1C q���/q.2��q.˛//�C�

avec

(57) S5.k; ı
0/D q��ı

0
X

06�<ı 0

X
16b6qı

0��

b 6�0 mod q

jFı 0�� .b; ˛/j
2ˇ̌̌

sin� br 0

qı
0��

ˇ̌̌ :
Pour

(58) .q� 1/˛ 62 Z;

nous utilisons la majoration (106) avec � D ı0 � � , en rappelant que .r 0; q/ D 1
d’après (54), ce qui donne

S5.k; ı
0/�q��ı

0
X

06�<ı 0

q
q.˛/.ı
0��/
�q � q

��ı 0C
q.˛/ı
0

D� q��.1�
q.˛//.ı��/;

où 
q.˛/, défini par (104), vérifie 1
2
6 
q.˛/ < 1 d’après (105).

En reportant dans (56) on obtient

S2�q .1C q
���/

�
�2 q.2�!q/�C!q�C�2 q.1C
q.˛//�C.1�
q.˛//�

C�.log q/q.2��q.˛//�C�
�
:

Posons, pour q > 3,

(59) �q.˛/Dmin.!q; �q.˛/; 1� 
q.˛//:
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Alors comme �6 �,

q.1C
q.˛//�C.1�
q.˛//� 6 q.2��q.˛//�C�q.˛/�

donc, comme �q.˛/�6 !q�6 � d’après (48), pour tout réel ˛ vérifiant (58), on a

S2�q �
2.log q/.1C q���/q.2��q.˛//�C�;

et en remplaçant � par sa valeur �C 2� (cf. (23)) on obtient

S2�q .�C �/
2.log q/

�
q.2��q.˛//�C.5�2�q.˛//�C q.1��q.˛//�C�C.3�2�q.˛//�

�
:

Pour obtenir la majoration attendue (21), il suffit que les deux conditions sui-
vantes soient vérifiées :

.2� �q.˛//�C .5� 2�q.˛//� < �C � � �

et
.1� �q.˛//�C �C .3� 2�q.˛//� < �C � � �;

c’est-à-dire, en posant à nouveau

� D
�

�C �
;

dès que l’on a

.4� 2�q.˛//�

�q.˛/
<

�

�C �
<
1� .6� 2�q.˛//�

.2� �q.˛//
:

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3 avec

Qı WD
�q.˛/

28
;

(60) ˇ1 WD
.4� 2�q.˛//�

�q.˛/
C Qı

et

(61) ˇ2 WD
1� .6� 2�q.˛//�

.2� �q.˛//
� Qı:

Nous devons vérifier que les conditions du Lemme 3 (0< Qı <ˇ1< 1
3

et 1
2
<ˇ2<1)

sont satisfaites, c’est-à-dire :

0 <
.4� 2�q.˛//�

�q.˛/
C
�q.˛/

28
<
1

3
<
1

2
<
1� .6� 2�q.˛//�

.2� �q.˛//
�
�q.˛/

28
< 1:

À cet effet, il suffit d’imposer la condition

(62) � 6
�q.˛/

14
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et de s’assurer que l’hypothèse (22) que nous avions imposée au début du traitement
de S2 est bien vérifiée, ce qui découle, d’après (45) et (59), du fait que l’on a

�q.˛/6 !q D
�
1

2
� �3

�
log 2
log q

:

Pour q > 3 et .q� 1/˛ 62 Z, la condition (62) permet d’obtenir (21).

Remarque. Les valeurs de ˇ1 et ˇ2 (définies par (60) et (61)) sont indépen-
dantes de celles de � et de �.

7.3. Conclusion. Nous allons maintenant fixer les paramètres de la Proposi-
tion 1, et ainsi achever la démonstration de la Proposition 1. Ceci nous permettra,
grâce au Lemme 3, d’en déduire que la majoration (5) du Lemme 1 relative aux
sommes de type II est bien vérifiée.

Pour q > 2 et ˛ tels que .q� 1/˛ 2 R nZ posons

(63) �q.˛/ WD
�q.˛/

14
;

où �q.˛/ est défini par (38) lorsque q D 2 et (59) lorsque q > 3.
Pour � et � vérifiant (8) et en choisissant � D

�
�q.˛/.�C �/

˘
, on vérifie

facilement la condition (43) lorsque q D 2 et la condition (62) lorsque q > 3. Il
résulte de l’étude effectuée aux paragraphes 7.1 et 7.2 que dans ces conditions

(64) S2.r; �; �; �/�q .�C �/
2q�C���:

La relation (19) nous montre que

(65) jS j2�q;" q
.2C"/.�C�/��

C .�C �/2q2.�C�/���q;" q
.2��q.˛/C2"/.�C�/;

ce qui établit (13) et nous permet d’achever la démonstration de la Proposition 1
pour Qı D �q.˛/

28
, ˇ1 défini par (41) si q D 2 et par (60) si q > 3, ˇ2 défini par (42)

si q D 2 et par (61) si q > 3.
Dans ces conditions, nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le

Lemme 3. En particulier les paramètres choisis ci-dessus vérifient

ˇ2 <
1

2� �q.˛/
� Qı 6 1� Qı;

et donc
1

1�ˇ2
6
1

Qı
6
3

Qı
;

ce qui implique

x0 Dmax.q1=.1�ˇ2/; q3=
Qı/D q3=

Qı
D q84=�q.˛/;

où �q.˛/ est défini par (38) pour q D 2 et par (59) pour q > 3.
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On en déduit donc (5) pour un certain U > 0 vérifiant

U �q;" q
.1� 1

2
�q.˛/C"/.�C�/ log x�q;" x

.1� 1
2
�q.˛/C"/ log x;

dès que

(66) x > x0 D q
84=�q.˛/:

8. Sommes de type I

L’objectif de cette partie est de majorer les sommes de type I, c’est-à-dire de
montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Pour q > 2, x > 2, et pour tout ˛ tel que .q� 1/˛ 2 R nZ,
on a

(67)
X

M=q<m6M

max
x
qm

6t6 x
m

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
t<n6 x

m

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ̌�q x

1��q.˛/ log x

pour 16M 6 x1=3 et

(68) 0 < �q.˛/ WDmin
�
1
6
; 1
3
.1� 
q.˛//

�
où 1

2
6 
q.˛/ < 1 est défini par (104).

Remarque. Il suffirait de montrer la Proposition 2 pour 1 6M 6 xˇ1 , avec
0 < ˇ1 < 1=3 déterminé par le traitement des sommes de II, ce qui permettrait
de remplacer �q.˛/ par un meilleur exposant. Ce raffinement n’aurait aucune inci-
dence sur le résultat final car la majoration des sommes de type II est prépondérante.

Dans ce paragraphe nous reprenons quelques résultats importants de [17], en
conservant des notations aussi proches que possible de l’original, exception faite
de ˛, qui est noté � dans [17].

LEMME 7. Pour q > 2, ˛ 2 R, �q définie par (31), on a

(69)
Z 1

0

Y
06i<�

�q.˛C q
i t / dt 6 q�=2:

Remarque. La borne triviale est q� et la majoration (69), que nous allons
utiliser, est élémentaire. Celle-ci pourrait être améliorée : voir [17, Prop. 1] pour
q D 2 et [16, inégalité (4.2)] pour q > 3.

Preuve. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis l’identité de Par-
seval, on a
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0

Y
06i<�

�q.˛C q
i t / dt

1A2 6 Z 1

0

Y
06i<�

�2q .˛C q
i t / dt

D

Z 1

0

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<q�

e.˛sq.`/C `t/

ˇ̌̌̌
ˇ̌
2

dt D q�: �

LEMME 8. Soient q > 2, ˛ 2 R tels que .q� 1/˛ 62 Z, �q définie par (31), et
1
2
6 
q.˛/ < 1 défini par (104). Alors pour tout �> 1,

(70) max
t2R

Y
06i<�

�q.˛C q
i t /6 q
q.˛/�C1�
q.˛/:

Preuve. Pour �D 1, l’inégalité (70) est évidente. Pour � > 2 on peut écrire,
en regroupant deux par deux les termes consécutifs,Y
06i<�

�q.˛C q
i t /6 q

Y
06i<��1

q
�q.˛C qi t /�q.˛C qiC1t /6 q
q.˛/.��1/C1;

ce qui montre (70) pour �> 2. �

LEMME 9. Soient q > 2, ˛ 2 R tels que .q� 1/˛ 62 Z et 1
2
6 
q.˛/ < 1 défini

par (104). Alors pour tout M > 1, on a

(71)
X

M=q<m6M

X
06k<m

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<q�

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌
�q q


q.˛/�C3=2M 3�2
q.˛/.1C logM/C q�=2C1M 2:

Remarque. L’estimation (71) est une variante affaiblie de l’estimation (3.2)
de [17], et du paragraphe V de [16] qui présentent des estimations plus fortes mais
pour des valeurs plus spécifiques de ˛. Nous n’avons pas besoin ici de tous les
raffinements techniques nécessaires dans [17] et [16], et nous nous contenterons
de l’estimation (71).

Preuve. Pour ˛ et q fixés, posons pour tout � 2 N,

(72) ˆ�.t/D
Y

06i<�

sin�q.˛C qi t /
sin�.˛C qi t /

:

En remarquant que

jˆ�.t/j D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<q�

e.˛sq.`/C `t/

ˇ̌̌̌
ˇ̌
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et en organisant la somme du membre de gauche de (71) selon la valeur de d D
.k;m/, on voit que cette somme vautX

16d6M

X
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�

�
k

m

�ˇ̌̌̌
:

Pour chaque d fixé, nous introduisons un paramètre entier �1 6 � à optimiser
ultérieurement en fonction de �, M et d . On a
(73)
jˆ�.t/j D

Y
06i<�1

�q.˛C q
i t /

Y
�16i<�

�q.˛C q
i t /D

ˇ̌
ˆ�1.t/

ˇ̌ ˇ̌̌
ˆ���1.q

�1 t /
ˇ̌̌

ce qui d’après (70) conduit à

jˆ�.t/j6
ˇ̌
ˆ�1.t/

ˇ̌
q
q.˛/.���1/C1:

Comme les fractions k=m sont d2=M 2 bien espacés donc d’après l’inégalité
de Sobolev-Gallagher (voir [17, Lemme 1, p. 585]), on aX
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�1

�
k

m

�ˇ̌̌̌
6
M 2

d2

Z 1

0

ˇ̌
ˆ�1.t/

ˇ̌
dt C

1

2

Z 1

0

ˇ̌̌
ˆ0�1.t/

ˇ̌̌
dt:

Or, en dérivant (72), on obtientˇ̌̌
ˆ0�1.t/

ˇ̌̌
�q

X
06i<�1

qi
Y

06j<�1
j¤i

�q.˛C q
j t /

�q

X
06i<�1

qiq�1�i
Y
06j<i

�q.˛C q
j t /D q�1

X
06i<�1

ˆi .t/;

d’où X
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�1

�
k

m

�ˇ̌̌̌

�q
M 2

d2

Z 1

0

ˇ̌
ˆ�1.t/

ˇ̌
dt C

1

2

X
06i<�1

q�1
Z 1

0

jˆi .t/j dt;

et en appliquant l’inégalité (69),X
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�1

�
k

m

�ˇ̌̌̌
�q

M 2

d2
q�1=2C

q�1

2

X
06i<�1

qi=2

�
M 2

d2
q�1=2C q3�1=2:
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En choisissant

�1 Dmin
�
�;

�
2 log.M=d/

log q

��
;

on a q�1 6min.q�;M 2=d2/ et q��1 6max.q��; qd2=M 2/ et il résulte donc de
(73) que

X
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�

�
k

m

�ˇ̌̌̌

�q q

q.˛/.���1/C1

X
M=q<m6M

X
06k<m
.k;m/Dd

ˇ̌̌̌
ˆ�1

�
k

m

�ˇ̌̌̌

�q
M 2

d2
q
q.˛/.���1/C1C�1=2

�q
M 2

d2
q1C�=2C

M 3�2
q.˛/

d3�2
q.˛/
q
q.˛/�C1C
q.˛/�1=2

�q
M 2

d2
q1C�=2C

M 3�2
q.˛/

d
q
q.˛/�C3=2;

et en sommant sur d pour 16 d 6M , on obtient (71). �

LEMME 10. Pour tous q > 2, ˛ 2 R, x > 1, on a

(74)

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<x

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌6 .q� 1/ X
�6

logx
logq

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<q�

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌ :
Preuve. En écrivant i D b.log x/=.log q/c, on a x D yqi C x0 avec y entier

vérifiant 06 y 6 q� 1 et 06 x0 < qi , d’où, comme sq.jqi C `/D sq.j /C sq.`/
pour 06 ` < qi , le membre de gauche de (74) est majoré parˇ̌̌̌

ˇ̌ X
06`<yqi

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌C
ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<x0

e

 
˛sq.yq

i
C `/C

k.yqi C `/

m

!ˇ̌̌̌
ˇ̌

D y

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<qi

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌C
ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<x0

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌ :
On applique à nouveau ce procédé à x0 et ainsi de suite, et on obtient (74). �
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la Proposition 2. Par dif-
férence, il suffit de montrer queX

M=q<m6M

max
t6 x

m

ˇ̌̌̌
ˇ X
06n6t

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ�q x

1��q.˛/ log x:

Or, ˇ̌̌̌
ˇ X
06n6t

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇD

ˇ̌̌̌
ˇ̌ 1m X

06k<m

X
06`6mt

e
�
˛ sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌
6 1C

q

M

X
06k<m

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<mt

e
�
˛ sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌ ;
où le premier terme 1 n’existe que si mt est entier. La majoration (74) donneˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<mt

e
�
˛ sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌6 .q� 1/ X
�6

log.mt/
logq

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06`<q�

e
�
˛sq.`/C

k`

m

�ˇ̌̌̌ˇ̌ :
En notant que mt 6 x, l’estimation (71) conduit àX
M=q<m6M

max
t6 x

m

ˇ̌̌̌
ˇ X
06n6t

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ

�q M C
X
�6

logx
logq

�
q
q.˛/�C3=2M 2�2
q.˛/.1C logM/C q�=2C1M

�
:

En calculant la somme géométrique sur � et en observant que d’après (105) on a
q
q.˛/� 1> q1=2� 1, on peut conserver une constante implicite indépendante de
˛, et on obtient X

M=q<m6M

max
t6 x

m

ˇ̌̌̌
ˇ X
06n6t

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ

�q x

q.˛/M 2�2
q.˛/.1C logM/C x1=2M:

On a donc démontré, puisque M 6 x1=3, queX
M=q<m6M

max
t6 x

m

ˇ̌̌̌
ˇ X
06n6t

e.˛ sq.mn//

ˇ̌̌̌
ˇ�q x

1
3
.2C
q.˛// log xC x

5
6

�q x
1��q.˛/ log x:

Ceci termine le traitement des sommes de type I en établissant (67).
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9. Fin de la preuve du Théorème 1

Pour établir le Théorème 1, il suffit grâce au Lemme 1 de montrer les majora-
tions (5) et (6) pour g.n/D e.˛sq.n// où .q� 1/˛ 2 R nZ. Nous avons établi (5)
au paragraphe 7.3 et la preuve de (6) a fait l’objet de la partie 8, ce qui termine la
preuve du Théorème 1 pour tout choix de �q.˛/ vérifiant

(75) 0 < �q.˛/ <min.1
2
�q.˛/; �q.˛//D

1
2
�q.˛/;

où �q.˛/ est défini par (63) et �q.˛/ est défini par (68).

10. Preuve du Théorème 2

Pour démontrer les Théorèmes 2 et 3 nous aurons recours à un procédé clas-
sique de sommation par parties formalisé dans le lemme qui suit :

LEMME 11. Soit g une fonction arithmétique telle que jg.n/j 6 1 pour tout
entier n. Alors

(76)

ˇ̌̌̌
ˇ̌X
p6x

g.p/

ˇ̌̌̌
ˇ̌6 2

log x
max
t6x

ˇ̌̌̌
ˇX
n6t

ƒ.n/g.n/

ˇ̌̌̌
ˇCO.px/:

Preuve. Par sommation par parties,

X
p6x

g.p/D
1

log x

X
p6x

log.p/g.p/C
Z x

2

0@X
p6t

log.p/g.p/

1A dt

t.log t /2
;

d’où, en coupant l’intégrale en
p
x, et en utilisant l’inégalité

P
p6t logp DO.t/

(voir par exemple [22, Th. 414]),ˇ̌̌̌
ˇ̌X
p6x

g.p/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ 6 � 1

log x
C

Z x

p
x

dt

t.log t /2

�
maxp
x<t6x

ˇ̌̌̌
ˇ̌X
p6t

log.p/g.p/

ˇ̌̌̌
ˇ̌CO.px/

D
2

log x
maxp
x<t6x

ˇ̌̌̌
ˇ̌X
p6t

log.p/g.p/

ˇ̌̌̌
ˇ̌CO.px/:

Or, en utilisant l’inégalité de Tchébychev �.t/ D O.t= log t / (voir par exemple
[22, Th. 7]), on obtientˇ̌̌̌

ˇ̌X
n6t

ƒ.n/g.n/�
X
p6t

log.p/g.p/

ˇ̌̌̌
ˇ̌6 X

p6
p
x

logp
X

26a6

j
logx
logp

k 1

6 �.
p
x/ log x DO.

p
x/;

ce qui conduit à (76). �
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Pour démontrer le Théorème 2, commençons par remarquer que si ˛ 2Q, alors
la suite .˛sq.p//p2P prend un nombre fini de valeurs et n’est donc pas équirépartie
modulo 1. Si ˛ 2RnQ, alors pour tout h 2 Z tel que h¤ 0, on a .q�1/h˛ 2RnZ,
donc d’après le Théorème 1, il existe �q.h˛/ > 0 tel queX

n6x

ƒ.n/ e.h˛sq.n//DOq;h˛.x
1��q.h˛//:

L’inégalité (76) nous permet d’écrireX
p6x

e.h˛sq.p//DOq;h˛.x
1��q.h˛//CO.

p
x/;

ce qui prouve que la suite .˛sq.p//p2P est équirépartie modulo 1 d’après le critère
de Weyl [44, Ch. 1, p. 1].

11. Preuve du Théorème 3

LEMME 12. Si d j q� 1, alors pour tout n 2 N, on a sq.n/� n mod d .

Preuve. Comme d j q� 1 signifie que q � 1 mod d , en écrivant n en base q
on a nD

P
i niq

i �
P
i ni � sq.n/ mod d: �

Pour démontrer le Théorème 3, écrivons

cardfp 6 x; sq.p/� a mod mg D
X
p6x

1

m

X
06j<m

e
�
j

m
.sq.p/� a/

�
:

Posons d D .m; q�1/,m0Dm=d , J Dfkm0; 06k<dg, J 0Df0; : : : ; m�1gnJ D
fkm0C r; 06 k < d; 16 r <m0g. Pour j D km0 2 J , à l’aide du Lemme 12, on a

e
�
j

m
sq.p/

�
D e

�
km0

dm0
sq.p/

�
D e

�
k

d
sq.p/

�
D e

�
k

d
p

�
;

doncX
p6x

1

m

X
j2J

e
�
j

m
.sq.p/� a/

�
D

X
p6x

1

m

dX
kD1

e
�
k

d
.p� a/

�
D
d

m
�.xI a; d/:

Ainsi,

cardfp 6 x; sq.p/� a mod mg(77)

D
d

m
�.xI a; d/C

1

m

X
j2J 0

e
�
�aj

m

�X
p6x

e
�
j

m
sq.p/

�
:

Si J 0 D ∅, ce qui correspond au cas dégénéré où m j q � 1, alors l’égalité
ci-dessus établit l’égalité (4) avec un terme d’erreur nul. Nous pouvons maintenant
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supposer que J 0 ¤ ∅. Posons q0 D .q � 1/=d . On a .q0; m0/ D 1, donc pour
j D km0C r 2 J 0, on a

.q� 1/j

m
D
dq0.km0C r/

dm0
D q0kC

q0r

m0
62 Z;

d’où, d’après le Théorème 1, on déduit que pour tout j 2 J 0, il existe �q.j=m/ > 0
tel que X

p6x

e
�
j

m
sq.p/

�
DO.x1��q.j=m//:

Rappelons que J 0 ¤ ∅ et posons �q;m D minj2J 0 �q.j=m/ > 0. En insérant la
majoration ci-dessus dans (77), on obtient

cardfp 6 x; sq.p/� a mod mg D
d

m
�.xI a; d/CO.x1��q;m/;

ce qui démontre le Théorème 3.

12. Estimations en moyenne de produits trigonométriques

Dans toute cette partie, on rappelle que d’après (30) on a

jF�.h; ˛/j D q
��

Y
16j6�

�q.˛� hq
�j /;

où la fonction �q , périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

�q.t/D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ X
06v<q

e.vt/

ˇ̌̌̌
ˇ̌D � jsin�qt j = jsin�t j si t 2 R nZ;

q si t 2 Z:

12.1. Moyennes d’ordre 1.

LEMME 13. Pour q > 2 et tout t 2 R, on a

�2q .t/D
X
jkj<q

.q� jkj/ e.kt/;(78)

X
06r<q

�2q .t C
r
q
/D q2:(79)

Preuve. L’égalité (78) est classique et caractérise le noyau de Fejér. Pour mon-
trer (79), on écritX

06r<q

�2q .t C
r
q
/D

X
jkj<q

.q� jkj/ e.kt/
X
06r<q

e.kr
q
/:

La somme sur r vaut q si k � 0 mod q, et 0 sinon. La sommation sur k comporte
donc uniquement le terme k D 0, dont la contribution est égale à q2, d’où l’égalité
(79). �
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Pour obtenir des majorations précises des sommes G�.a; d; ˛/ et G�.˛/ dé-
finies par (28), lorsque d divise q�, nous utiliserons notamment le lemme suivant
qui précise des résultats obtenus dans [16].

LEMME 14. Pour q > 2, la fonction  q définie sur R par

(80)  q.t/D q
�1

X
06r<q

�q

�
t C r

q

�
est périodique de période 1=q et continue sur R. De plus,

(81) max
t2R

 q.t/D  q

�
1

2q

�
D
1

q

q�1X
rD0

1

sin �
q

�
1
2
C r

� ;
et

(82) max
t2R

 q.t/6
2

q sin �
2q

C
2

�
log cot

�

2q
6

2

q sin �
2q

C
2

�
log

2q

�
:

En particulier, on a les valeurs exactes

max
t2R

 2.t/D
p
2; max

t2R
 3.t/D 5=3; max

t2R
 4.t/D .2C

p
2/1=2:

Pour q > 3, on définit �q par

(83) �q D log q..2q/�1/= log q; i.e. : q�q Dmax
t2R

 q.t/:

Alors pour q > 4 on a les inégalités

(84) 0 < �q < �3; 0; 4649 < �3 D .log 5/=.log 3/� 1 < 0; 465:

Remarque. Le point important dans la majoration (84) est l’inégalité �q <
1=2 qui sera essentielle dans la suite de notre étude. Lorsque q D 2, la définition
(83) amènerait la valeur 1=2, qui est insuffisante. Nous devrons donc effectuer
un traitement spécifique pour q D 2, et l’exposant �2 sera défini d’une manière
complètement différente dans le Lemme 18 par la formule (96).

Preuve. Par construction,  q est périodique de période 1=q et continue sur R.
La démonstration du Lemme 2 de [16] montre que le maximum de  q sur R est
atteint au point t D .2q/�1, ce qui établit la première égalité de (81). La seconde
égalité de (81) s’obtient en remplaçant t par .2q/�1 dans (80).

Pour établir la première inégalité de (82), on utilise la convexité de la fonction
u 7! 1=.sinu/ sur �0; �Œ qui permet d’écrire (méthode des trapèzes) :

 q

�
1

2q

�
6

1

q sin �
2q

C
1

q sin �
q
.q� 1

2
/
C
1

q

Z q�3=2

1=2

dt

sin �
q
.1
2
C t /

D
2

q sin �
2q

C
2

�
log cot

�

2q
:
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La seconde inégalité de (82) résulte de la majoration cotu 6 u�1 valable pour
0 < u < �=2.

Pour montrer la majoration (84), on utilise la deuxième majoration de (82),
ce qui donne pour q > 4, en écrivant sin �

2q
> �
2q

sin.�=8/
�=8

D
4
q

sin.�=8/;

q�q � q�3 6
2

q sin �
2q

C
2

�
log

2q

�
� q�3 6

1

2 sin �
8

C
2

�
log

2q

�
� q�3 :

La fonction de q du membre de droite est décroissante pour q > 4 et vaut approxi-
mativement �0; 0035871719 < 0 pour q D 4, ce qui assure que q�q < q�3 , et donc
�q < �3 pour tout q > 4. �

Nous aurons aussi besoin d’une généralisation de la fonction  q définie par
(80). Pour R j q, nous posons pour t 2 R,

(85)  q;R.t/D
1

q

X
16r6R

�q

�
t C

r

R

�
:

LEMME 15. Pour 36R 6 q avec R j q, on a

(86) max
t2R

 q;R.t/6R�R ;

où �R est définie par (83) et vérifie (84) : �R 6 �3 6 0; 465.
Pour RD 2 et q > 4 avec 2 j q, on a

(87) max
t2R

 q;2.t/6
p
3=2:

Preuve. Pour 3 6 R 6 q avec R j q, on peut se ramener à la fonction  R
définie par la formule (80) en écrivant

 q;R.t/D
R

q

ˇ̌̌̌
sin�qt
sin�Rt

ˇ̌̌̌
1

R

X
16r6R

�R

�
t C

r

R

�
D
R

q
�q=R.R t/  R.t/:

Comme �q=R 6 q=R, en vertu de (83) appliqué à R au lieu de q, on obtient pour
tout t 2 R,

 q;R.t/6  R.t/6R�R ;
d’où la majoration (86).

Supposons maintenant que RD 2, q > 4 et 2 j q. Comme  q;2 est périodique
de période 1=2 et vérifie  q;2.1=2� t /D q;2.t/, il suffit de chercher le maximum
de  q;2 sur Œ0; 1=4�. En procédant comme précédemment, on obtient pour tout
t 2 Œ0; 1=4�,

 q;2.t/6  2.t/D jcos�t jC jsin�t j ;

qui est une majoration fine lorsque t est proche d’un entier. Ainsi,

max
t2Œ0;1=.3q/�

 q;2.t/6 max
t2Œ0;1=.3q/�

 2.t/D
p
2 cos�

�
1
4
�

1
3q

�
6
p
2 cos �

6
D
p
3=2:



LA SOMME DES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS 1635

Lorsque 1=.3q/ < t 6 1=4, avec la majoration  2 6
p
2 on peut écrire

 q;2.t/D
2

q
�q=2.2t/  2.t/6

2
p
2

q
�q=2.2t/:

Or, la fonction �q=2 étant décroissante sur Œ0; 2=q�, on a

max
t2Œ1=.3q/;1=q�

�q=2.2t/D �q=2.2=.3q//6
�
sin �

3

� �
4
q

sin �
6

��1
D

q
2

cos �
6
:

De plus,

max
t2Œ1=q;1=4�

�q=2.2t/6 max
t2Œ1=q;1=4�

1

sin 2�t
D

1

sin 2�=q
6
q

4
6
q

2
cos �

6
:

Finalement,

max
t2Œ1=.3q/;1=4�

�q=2.2t/ q;2.t/6
2
p
2

q

q

2
cos �

6
D
p
2 cos �

6
D
p
3=2;

ce qui termine la preuve de (87). �

COROLLAIRE 1. Pour q > 3 et R j q, 26R 6 q on a

(88) max
t2R

 q;R.t/6R�3 ;

où �3 est définie par (84) et vérifie 0; 4649 < �3 < 0; 465.

Preuve. Pour R > 3, comme �R 6 �3 d’après (84), en appliquant (86) on
obtient (88). Pour RD 2, en appliquant (87) il suffit d’observer quep

3=2 < 1; 23 < 1; 38 < R�3 D 2.log5/=.log3/�1

pour établir (88). �

LEMME 16. Pour q > 3, �q défini par (83), ˛ 2 R, a 2 Z, 06 ı 6 �, on a

(89) G�.a; q
ı ; ˛/D

X
06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j6 q�q.��ı/ jFı.a; ˛/j :

En particulier, pour ˛ 2 R et �> 0, on a

(90) G�.˛/D
X

06h<q�

jF�.h; ˛/j6 q�q�:

Preuve. Pour � > ı, la division euclidienne et la formule (30) permettent
d’écrire

(91)
X

06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j D
X
06r<q

X
06h<q��1

h�a mod qı

ˇ̌̌
F�.hC rq

��1; ˛/
ˇ̌̌
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or ˇ̌̌
F�.hC rq

��1; ˛/
ˇ̌̌
D

ˇ̌̌
F��1.hC rq

��1; ˛/
ˇ̌̌
q�1�q

 
˛�

hC rq��1

q�

!

D jF��1.h; ˛/j q
�1�q

�
˛�

h

q�
�
r

q

�
:

Ainsi, comme �q est périodique de période 1, en remplaçant r par q � 1� r , on
obtient

(92)
X

06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j D
X

06h<q��1

h�a mod qı

jF��1.h; ˛/j  q.˛� hq
��/;

où  q est définie par (80). Par (83), on a  q.˛� hq��/6 q�q , donc pour �> 1,

(93)
X

06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j6 q�q
X

06h<q��1

h�a mod qı

jF��1.h; ˛/j :

En appliquant .�� ı/ fois la majoration (93), on obtient (89). La majoration (90)
en découle en prenant ı D 0, a D 0, et en observant que jF0.0; ˛/j D 1 d’après
(29). �

LEMME 17. Pour q > 3, ˛ 2 R, a 2 Z, 06 ı 6 �, k 2N, k j q��ı , q − k, on
a

(94) G�.a; kq
ı ; ˛/6 k��3q�3.��ı/ jFı.a; ˛/j :

Preuve. Si �D ı, alors la condition k j q��ı entraı̂ne kD 1 et chacun des deux
membres de (94) comporte un seul terme : jFı.a; ˛/j, donc (94) est une égalité. Si
� > ı, posons pour ı 6 � 6 �, d� D .q� ; kqı/, u� D q�=d� . Pour � > ı, on a
d��1 D .q

��1; d� / j d� donc �� WD d�=d��1 est un entier. De plus

d��1.�� ; q/D .d� ; qd��1/D .q
� ; kqı ; q� ; kqıC1/D d� D ��d��1

donc �� j q. De surcroı̂t on a �� < q car sinon, comme d��1 D qı.q��1�ı ; k/, on
aurait qıC1 j qd��1Dd� D qı.q��ı ; k/ donc q j k ce qui contredirait l’hypothèse
q − k.

Avec ces notations, on a kqı D d� et

G�.a; kq
ı ; ˛/D

X
06h<q�

h�a mod kqı

jF�.h; ˛/j DG�.a; d�; ˛/:
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Pour ı < � 6 �, on peut écrire

G� .a; d� ; ˛/D
X

06h<q�

h�a mod d�

jF� .h; ˛/j

D

X
06u<u�

jF� .aCud� ; ˛/j D
X

06u<u�

jF� .aCu��d��1; ˛/j ;

et en remplaçant u�� par v, et en notant que ��u� D q u��1, on obtient

G� .a; d� ; ˛/D
X

06v<q u��1
v�0 mod ��

jF� .aC vd��1; ˛/j

D

X
06u<u��1

X
06w<q

uCw u��1�0 mod ��

jF� .aC .uCw u��1/d��1; ˛/j :

En utilisant l’écriture (30) de jF� j sous forme de produit, et en observant que
u��1d��1 D q

��1 et que F��1. : ; ˛/ est périodique de période q��1, on obtient

G� .a; d� ; ˛/D
X

06u<u��1

jF��1.aCud��1; ˛/j

�

X
06w<q

w u��1��u mod ��

1

q
�q

�
˛�

aCud��1

q�
�
w

q

�
:

En écrivant

d��1.�� ; u��1/D .d� ; q
��1/D .kqı ; q� ; q��1/D d��1;

on voit que .�� ; u��1/D 1, donc u��1 est inversible modulo �� . Notons Qu��1 son
inverse. Alors en posant R D q=�� on peut écrire en posant w D �u Qu��1 � r��
pour 06 r < R :

G� .a; d� ; ˛/D
X

06u<u��1

jF��1.aCud��1; ˛/j  q;R

�̨
�
aCud��1

q�
�
u Qu��1

q

�
;

où  q;R est définie par (85) et majorée par (88) :  q;R D  q;q=�� 6 �
��3
�

q�3 :

Ainsi,
G� .a; d� ; ˛/6 �

��3
�

q�3
X

06u<u��1

jF��1.aCud��1; ˛/j

et on obtient l’inégalité

(95) G� .a; d� ; ˛/6 �
��3
�

q�3G��1.a; d��1; ˛/:

En itérant .�� ı/ fois l’inégalité (95), on obtient

G�.a; kq
ı ; ˛/DG�.a; d�; ˛/6 �

��3
ıC1
� � � �

��3
�

q�3.��ı/Gı.a; dı ; ˛/;
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or,

�ıC1 � � � �� D
dıC1

dı

dıC2

dıC1
� � �

d�

d��1
D
d�

dı
D
kqı

qı
D k;

et Gı.a; dı ; ˛/DGı.a; qı ; ˛/D jFı.a; ˛/j ; ce qui établit (94). �

Le cas q D 2 nécessite un traitement plus fin qui n’est pas couvert par les
lemmes précédents et qui fait l’objet du Lemme 18.

LEMME 18. Pour q D 2, on définit �2 par l’égalité

(96) 2�2 D .2C
p
2/1=4 (en particulier 0; 4428 < �2 < 0; 4429):

Alors uniformément pour ˛ 2 R, a 2 Z et 06 ı 6 �, on a

(97) G�.a; 2
ı ; ˛/D

X
06h<2�

h�a mod 2ı

jF�.h; ˛/j6 2�2.��ı/C
1
2 jFı.a; ˛/j :

En particulier, uniformément pour ˛ 2 R et �> 0 on a,

(98)
X

06h<2�

jF�.h; ˛/j6 2�2�C
1
2 :

Preuve. L’inégalité (98) se déduit de (97) en prenant ı D 0, a D 0 et en ob-
servant que jF0.a; ˛/j D 1 d’après (29). Pour montrer (97), observons que lorsque
q D 2, la définition (30) se simplifie, et on a

(99) jF0.h; ˛/j D 1I jF�.h; ˛/j D

�Y
jD1

ˇ̌̌
cos�.˛� h 2�j /

ˇ̌̌
.�> 1/:

On procède par itération. Pour x 2 R, i 2 Z, i > 1, posons

ˆ0.x/D 1;

ˆi .x/D
ˇ̌
cos�.˛� x

2
/
ˇ̌
ˆi�1.

x
2
/C

ˇ̌
sin�.˛� x

2
/
ˇ̌
ˆi�1.

xC1
2
/:

En écrivant pour 06 ı 6 �,
(100)X
06h<2�C1

h�a mod 2ı

jF�C1.h; ˛/jD
X

06h<2�

h�a mod 2ı

jF�C1.h; ˛/jC
X

06h<2�

h�a mod 2ı

ˇ̌̌
F�C1.hC 2

�; ˛/
ˇ̌̌

on obtient, à l’aide de (99), par récurrence sur i > 0,

8�> ı;
X

06h<2�Ci

h�a mod 2ı

jF�Ci .h; ˛/j D
X

06h<2�

h�a mod 2ı

jF�.h; ˛/jˆi

�
h

2�

�
:
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On calcule

ˆ21.x/D
ˇ̌
cos�.˛� x

2
/
ˇ̌2
C 2

ˇ̌
cos�.˛� x

2
/ sin�.˛� x

2
/
ˇ̌
C
ˇ̌
sin�.˛� x

2
/
ˇ̌2

D 1C
ˇ̌
sin 2�.˛� x

2
/
ˇ̌
6 2;

donc ˆ1.x/6
p
2, et on obtient pour 06 ı 6 �,

(101)
X

06h<2�C1

h�a mod 2ı

jF�C1.h; ˛/j6
p
2

X
06h<2�

h�a mod 2ı

jF�.h; ˛/j :

Cette majoration par
p
2 n’étant pas suffisante, nous allons procéder à une seconde

itération qui nous permettra en substance d’obtenir une majoration par .2C
p
2/1=4.

La majoration classique ja cos � C b sin � j2 6 jaj2Cjbj2 ; permet d’écrire

ˆ22.x/6ˆ
2
1.
x
2
/Cˆ21.

xC1
2
/D 2C

ˇ̌
sin 2�.˛� x

2
/
ˇ̌
C
ˇ̌
cos 2�.˛� x

2
/
ˇ̌
6 2C

p
2:

Par conséquent, pour 06 ı 6 �,

(102)
X

06h<2�C2

h�a mod 2ı

jF�C2.h; ˛/j6 .2C
p
2/1=2

X
06h<2�

h�a mod 2ı

jF�.h; ˛/j :

En appliquant b.�� ı/=2c fois (102) et éventuellement (lorsque �� ı est impair)
une fois (101), on obtient (97). �

12.2. Moyennes d’ordre 2.

LEMME 19. Pour q > 2, a 2 Z et 06 ı 6 �,

(103)
X

06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j
2
D jFı.a; ˛/j

2 :

Preuve. Pour � > ı, on aX
06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j
2
D

X
06r<q

X
06h<q��1

h�a mod qı

ˇ̌̌
F�.hC rq

��1; ˛/
ˇ̌̌2
:

Or, comme la formule (30) permet d’écrireˇ̌̌
F�.hC rq

��1; ˛/
ˇ̌̌
D jF��1.h; ˛/j q

�1�q

�
˛�

h

q�
�
r

q

�
;

on obtientX
06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j
2
D

X
06h<q��1

h�a mod qı

jF��1.h; ˛/j
2 1

q2

X
06r<q

�2q

�
˛�

h

q�
�
r

q

�
:



1640 CHRISTIAN MAUDUIT ET JOËL RIVAT

Mais, d’après (79), la somme sur r vaut q2, d’où, pour � > ı,X
06h<q�

h�a mod qı

jF�.h; ˛/j
2
D

X
06h<q��1

h�a mod qı

jF��1.h; ˛/j
2 :

En appliquant .�� ı/ fois cette égalité, on obtient (103). �

LEMME 20. Soient q > 2, ˛ 2 R tels que .q� 1/˛ 62 Z, �q définie par (31), et

q.˛/ défini par

(104) q
q.˛/ Dmax
t2R

q
�q.˛C t / �q.˛C qt/:

Alors

(105) 1
2
6 
q.˛/ < 1:

Preuve. Supposons 
q.˛/> 1. Comme �q 6 q, dans ce cas on a �q.˛C t /D
�q.˛ C qt/ D q donc ˛ C t 2 Z et ˛ C qt 2 Z, d’où .q � 1/˛ D q.˛ C t / �

.˛C qt/ 2 Z, ce qui est exclus. Ainsi, 
q.˛/ < 1. Pour montrer que 
q.˛/ > 1
2

,
posons .q � 1/˛ D nC ˇ avec n 2 Z et �1

2
< ˇ 6 1

2
, et choisissons t D ˇ

q
� ˛.

Alors �q.˛ C t / �q.˛ C qt/ D �q

�
ˇ
q

�
�q.�n/ D q �q

�
ˇ
q

�
; et comme �q est

paire et décroissante sur Œ0; 1
q
�, on a �q

�
ˇ
q

�
> �q

�
1
2q

�
D

�
sin �

2q

��1
> 1; d’où

�q.˛C t / �q.˛C qt/> q et 
q.˛/> 1
2

. �

LEMME 21. Soient q > 2, ˛ 2 R tels que .q� 1/˛ 62 Z, 
q.˛/ défini par (104)
et a 2 Z, avec .a; q/D 1. Pour tout �> 1, on a

(106)
X

06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ 6 q
q.˛/.��2/C1
sin �

q

:

Preuve. On procède par itération. Pour i > 1, x 2 R, posons

ˆ0.x/D 1I

ˆi .x/D
1

q2

X
06r<q

�2q

�
˛�

xC r

q

�
�q

�
a.xC r/

q

�
ˆi�1

�
xC r

q

�
:

Montrons par récurrence sur i > 0 que

(107) 8�> 1;
X

06h<q�Ci

h6�0 mod q

jF�Ci .h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�Ci

ˇ̌̌ D X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ ˆi � h
q�

�
:

– Pour i D 0, la proposition (107) est trivialement vraie.
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– Soit i > 1. On suppose la proposition (107) est vraie au rang i � 1, c’est-à-
dire :

8�> 1;
X

06h<q�Ci�1

h6�0 mod q

jF�Ci�1.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�Ci�1

ˇ̌̌ D

X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ ˆi�1 � h
q�

�
:

Soit �> 1. En écrivant �C i D .�C1/C .i �1/ et en appliquant la formule
précédente avec � remplacé par �C 1 on obtientX

06h<q�Ci

h6�0 mod q

jF�Ci .h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�Ci

ˇ̌̌
D

X
06h<q�C1

h6�0 mod q

jF�C1.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�C1

ˇ̌̌ ˆi�1

�
h

q�C1

�

D

X
06r<q

X
06h<q�

h6�0 mod q

ˇ̌̌
F�C1.hC rq

�; ˛/
ˇ̌̌2ˇ̌̌

sin �.hCrq
�/a

q�C1

ˇ̌̌ ˆi�1

 
hC rq�

q�C1

!
:

La formule (30) permet d’écrireˇ̌̌
F�C1.hC rq

�; ˛/
ˇ̌̌
D jF�.h; ˛/j q

�1�q

�
˛�

h

q�C1
�
r

q

�
;

et on a de plusˇ̌̌̌
ˇsin

�.hC rq�/a

q�C1

ˇ̌̌̌
ˇ
�1

D

ˇ̌̌̌
sin

�ha

q�

ˇ̌̌̌�1
�q

 
.hC rq�/a

q�C1

!
;

donc on obtientX
06h<q�Ci

h6�0 mod q

jF�Ci .h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�Ci

ˇ̌̌ D X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ ˆi � h
q�

�
:

– Par conséquent la proposition (107) est vraie pour tout i > 0.
Notre objectif est maintenant de majorer ˆi uniformément sur R. Comme

�q 6 q, en utilisant (79) on a :

ˆ1.x/6
1

q

X
06r<q

�2q

�
˛�

xC r

q

�
D q:
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En reportant cette majoration dans (107) on obtient

(108) 8�> 1;
X

06h<q�C1

h6�0 mod q

jF�C1.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�C1

ˇ̌̌ 6 q X
06h<q�

h 6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ :
La majoration (108), qui correspond à une simple itération (i D 1), n’est pas suf-
fisante, et en procédant à une double itération, on peut obtenir un résultat plus fin.
En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x 2 R,

ˆ2i .x/6
1

q4

0@ X
06r<q

�2q

�
a.xC r/

q

�1A0@ X
06r<q

�4q

�
˛�

xC r

q

�̂
2
i�1

�
xC r

q

�1A:
Comme .a; q/ D 1, en observant que ar parcourt toutes les classes résiduelles
modulo q lorsque r décrit 0; : : : ; q� 1, et en appliquant (79), on obtient pour tout
x 2 R,

ˆ2i .x/6
1

q2

X
06r<q

�4q

�
˛�

xC r

q

�
ˆ2i�1

�
xC r

q

�
:

En appliquant cette inégalité successivement pour i D 2 puis i D 1 on obtient

ˆ22.x/6
1

q4

X
06r<q

�4q

�
˛�

xC r

q

� X
06s<q

�4q

 
˛�

xCr
q
C s

q

!
:

Comme �q est périodique de période 1, on a

�q

�
˛�

xC r

q

�
D �q

 
˛� q

xCr
q
C s

q

!
;

donc d’après (104), puis (79) appliqué à la somme sur s puis sur r ,

ˆ22.x/6 q
4
q.˛/�4

X
06r<q

X
06s<q

�2q

�
˛�

xC r

q

�
�2q

 
˛�

xCr
q
C s

q

!
D q4
q.˛/:

En reportant cette majoration dans (107) on obtient

(109) 8�> 1;
X

06h<q�C2

h6�0 mod q

jF�C2.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�C2

ˇ̌̌ 6 q2
q.˛/ X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ :
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Si � est impair, en appliquant .�� 1/=2 fois la formule d’itération (109) on
obtient : X

06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ 6 q
q.˛/.��1/ X
0<h<q

jF1.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q

ˇ̌̌ :
Comme .a; q/D 1, on a

ˇ̌̌
sin �ha

q

ˇ̌̌
> sin �

q
donc à l’aide de (79) on obtient

X
0<h<q

jF1.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q

ˇ̌̌ 6 1

sin �
q

X
0<h<q

q�2�2q

�
˛�

h

q

�
6

1

sin �
q

;

ce qui donne X
06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ 6 q
q.˛/.��1/
sin �

q

:

Si � est pair, on applique une fois l’inégalité (108) et on est ramené au cas précédent
avec �� 1 qui est impair, d’oùX

06h<q�

h6�0 mod q

jF�.h; ˛/j
2ˇ̌̌

sin �ha
q�

ˇ̌̌ 6 q
q.˛/.��2/C1
sin �

q

:

Comme 
q.˛/ < 1 d’après (105), on a 
q.˛/.�� 1/ 6 
q.˛/.�� 2/C 1, ce
qui établit (106). �
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